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"VorTVort. 



§ 1. Problemstellung. 

In der Behandlung der Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik wird durch eine sogenannte allgemeine Lösung 
nicht viel gewonnen. Vielmehr wird verlangt eine Lösung so zu 
bestimmen, dass sie gewisse Rand- und Anfangsbedingungen be- 
friedigt. Am häufigsten kommen Gleichungen der Form 

(a) ^.(.)i::^^+...+,,(.).(.,o = ^(p^ 

(b) PM^^^+-'+P.i^)^M-^^ 

oder ähnliche Grleichimgen vor, in denen mehr als eine räumliche 
Coordinate auftritt. Es wird eine Lösung dieser Grleichungen 
gesucht, die in zwei Punkten x = a und x = b gewissen homo- 
genen Randbedingungen für alle Werte von t genügt. Für die 
Grieichung (a) werden ausserdem die Bedingungen aufgestellt: 

(c) [^{x,t)]t^o = f{x) 

dg (x, t) 



(d) [- 



dt 






wo f{x) und F(x) willkürlich vorgeschriebene Funktionen von x 
sind. Für die Gleichxmg (b) ist nur die Anfangsbedingung (c) zu 
erfüllen. 

Man findet partikuläre Lösungen der Gleichung (a), die den 
homogenen Randbedingungen genügen, in den Produkten: 

^ (a?, t) = u^ (x) cos A^ (t) 
z{x,t) = u^{x)smk^(t) 



wo Uj^{x) der gewöhnlichen Differentialgleichnng 

nnd den obengenannten Randbedingungen genügt, und A^ eine Kon- 
stante ist. Es wird dann versucht solche Summen von diesen 
partikulären Lösxmgen zu nehmen, dass die Bedingungen (c) und (d) 
auch befriedigt sind. Das führt zu folgenden Fragen: 

I. Existieren diese postulierten Lösungen Uj^(x)? 

IL Lassen sich die Koeffizienten c^ und 6\ so bestimmen^ dass 
f{x) und F(x) in folgender Form dargestellt werden liönnen: 

fix) = SAc»w,(a;) 
F{x) = S*^.-.(^)? 
ni. Stellt die Reihe 

Q 

2* Cj t/j (a:) cos A^ ^ + 2* -j^ **ft (^) sin X^ t 

eine Funktion dar^ welche die Differentialgleichung (a) mit den vorge- 
schriebenen Rand' und Anfangsbedingungen befriedigt? 

Die letzte Frage (III.) braucht nicht extra behandelt zu 
werden, wenn die Darstellung der Funktion f{x) und F{x) durch 
eine endliche Anzahl von Lösungen w^ erfolgt. 

In neuerer Zeit sind die Fragen (I.) und (11.) viel erörtert 
worden, hauptsächlich für Gleichungen zweiter Ordnung. Die 
Frage (IIL) ist nur vollständig beantwortet für die Differential- 
gleichungen 

ö* , ,, dz 

ö' ... d'z 

—-^z{Xjt) = a-^j^, 



dx^ ^ ' ^ dt' 

wo a eine Konstante ist. Der Zweck dieser Arbeit besteht darin, 
diese Probleme zu imtersuchen. 

§ 2. Das Lösungsmittel. 

In letzter Zeit sind lineare Integralgleichungen, in denen die 
zu ermittelnde Funktion als Teil eines Integranden vorkommt, in 
einem wichtigen Fall von Fredholm ^) gelöst worden. In der 
Untersuchung der Fredholmschen Formeln ist Herr Professor 



1) Sur nne classe d'^quations fonctionelles. Acta mathematica Bd. 27. 
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Hubert^) auf die Zerlegung eines damit verbundenen Doppel- 
Integrals in eine unendliche Summe von Produkten von einfachen 
Integralen gelangt. Darin liegt die Entwickelung einer will- 
kürlichen Funktion nach den ausgezeichneten Lösungen einer Diffe- 
rentialgleichung, und zwar durch Heranziehung der eiiidimensio- 
nalen Greenschen Funktionen. In einer zweiten Mitteilung hat 
Hubert diese Theorie an Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung angewandt. 

In der folgenden Einleitung werden die Hauptsätze zitiert, 
die wir später gebrauchen müssen. Die werden in der Form ge- 
geben, welche für diese Arbeit am zweckmässigsten scheint. An 
einzelnen Stellen werden Zusätze gemacht. Dies wird jedesmal 
besonders hervorgehoben, und die Gründe gegeben. 

1) Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 
Gott Nachr. 1904. 
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Einleitung». 



§ 3. Die Fredholmschen Formeln. 

Wir betrachten jetzt die folgenden Integralgleichungen: 

I. f{s) =fK{s,t)q>{t)dt 

a 

IL f{s) = g> (s) - kfK{s, t) <p (t) dt 

a 

III. =fK{s,f)<p{t)dt 

a 

IV. = 9 (s) - kfk (s, t) (p (t) dt. 

a 

K{s,t) ist eine gegebene stetige Funktion der reellen Ver- 
änderlichen s, t innerhalb des Intervalles (a, b). Auf den Linien 
s = d, 5 = 6, t =^ a, t = bf darf K{s, t) höchstens eine solche 
TJnstetigkeit haben, dass 

(s-byK{s,t), {t-bYK{s,t), 

auf den betreffenden Linien stetig sind. In diesem Fall sagen 
wir, dass die Funktion Singularitäten von weniger als der ^-ten 
Ordnung hat. f{s) ist eine gegebene Funktion, die dieselben 
Stetigkeitsbedingungen erfüllt, k bedeutet einen Parameter. 



f 
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Für jede G-leichung wird eine Funktion q) gesucht, die der 
Gleichung genügt. Die Gleichungen (I.) und (III.) nennt Hubert 
Integralgleickungen erster Art, (11.) nnd (IV.) Integralgleichungen 
zweiter Art^).^ 

Die Theorie hängt von der Lösung einer Hüfsgleichung ab: 



(1) 



K(s,t) = K{s,t)-kfK{s,r)'K{r,t)dr 



a 



K{s,t) heisst der Kernj die gesuchte Funktion K{$jt) heisst die 
lösende Funktion dieser Gleichung. Wenn eine lösende Funktion 
von (1) gefunden ist, dann ist die Gleichung II. durch die Formel 

g,(s) =f{s) + Xjk{s,t)fit)dt 

a 

gelöst. Um diese Funktion zu finden, verfährt Fredholm wie 
folgt. Er bildet die Integrale: 



1 r' 

(A) 



J, (s, 



= -/■ 



(A) 



ä:(s^,5J, K{s,,s,) ... K(s,,s^) 
K{s^,s,\ K{s,,s,) ... K{s,,s,) 

K{s,t), K{s,s,) ... K{s,s^) 
K{s^, t), K(s^, s,) ... K{s,, 5,) 

K{s,,t\ K{s,,s,) ... K{s^,s,) 



ds^ . . . ds^ 



ds^ , . . dSj^, 



wo 



Dann ist die lösende Funktion für den Kern K{Sjt), 

^('^^)- — sjjy- 

J{k]$,t) = - K{s,t) + J,{s,t)X-J,{s,t)V + 

Diese Reihen sind beständig konvergent und stellen eine 
stetige Funktion dar, ausgenommen wenn K{s,t) unendlich wird. 
Für die Nullstellen von d {l) existiert keine Lösung der Gleichung (1). 
Die lösende Funktion und die Lösungen der homogenen Integral- 
gleichxmg haben höchsten dieselben Unstetigkeiten wie der Kern. 



1) Abel hat die GleichüDg I. betrachtet und dachte, er hätte die Lösung 
gefunden. Deswegen schlägt Fredholm den Namen „equation fonctionelle abe- 
lienne" vor. 
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Diese Fredholmschen Resultate werden wir in einem Satze 
zusammenfassen. 

Satz 1. Ist d(A) 4= 0, so existiert eine eindeutig bestimmte lö- 
^ende Ftmktion K{s,t) für den Kern JC(s, t). Die homogene Integral- 
gleichung zweiter Art hat in diesem Fall keine nicht identisch ver- 
schiedene Lösung. 

Ist dagegen Xj^ eine Wurzel der Gleichung d(k) = 0, so existiert 
keine lösende Funktion K (s, t). 

Vom Standpunkt der Differentialgleichung ist es von höchster 
Bedeutung die Anzahl und Natur der Wurzeln der Grleichung zu 
wissen. In der Hilbertschen Untersuchung wird dies besonders 
hervorgehoben. 

§ 4. Die Hilbertsche Theorie der Eigenfunktionen. 

In der genannten Mitteilung in den Gott. Nachrichten wird 
die wesentliche Annahme für den Kern K{s,t) gemacht, dass K(Sjt) 
in seinen zwei Argumenten symmetrisch ist d. h. 

K{s,t) = K{i,s). 

Durch diese Annahme wird eine durchführbare Analogie mit der 
Theorie einer quadratischen Form von n Veränderlichen gewonnen, 
und zwar durch eine Ausführung des Grenzübergangs für w = cx>. 
Dabei werden nicht nur die obigen Formeln gefunden, sondern 
ausserdem auch die Transformation eines gewissen bestimmten 
Integrals in eine Summe von Integralen, welche der orthogonalen 
Transformation der quadratischen Form in eine Quadratsumme 
entspricht. Darin finden wir die Lösung unseres Problems. 

Die Wurzeln der transzendentalen Gleichung 5 (A) = werden 
die zum Kern K{s^t) gehörigen Eigenwerte genannt. 

Satz 2. Sämtliche Eigenwerte des Kerns K{Sj t) sind reell. Zu 
jedem Eigenwert k,^ existiert eine reale Lösung der homogenen IntegraU 
gleichung zweiter Art. Diese Lösungen q)j^ (s) sind durch die Glei- 
chungen 

/(«p,(5))«(?S = l 
a 

/b 
a 

bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt, ausgenommen wenn A^ eine 
m-fache Wurzel ist In diesem Fall existiert ein den Wurzeln 
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^* ^A+l • • • ^»+«-1 



entsprechendes System von m Lösungen 

die bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt sind. 

Die so bestimmten Lösungen heissen die zum Kern K(Sf t) 
gehörigen Eigenfunktionen, Den folgenden Satz wollen wir hinzu- 
fügen. 

Satz 3. Zwischen einer endlichen Anzahl von Eigenfunktionen 
existiert keine lineare Verbindung. 

Nehmen wir an, es existiere eine solche Relation: 

(p{s) = a.g?,(s) + ... + a^g?^(s) = a, 4= 0, ... a^ 4= 0. 
Dann ist 

/b 
<p (s) tp, (s) ds = 0. 

a 

Aus Satz 2 ist aber 

J ^{s)q>^(s)ds = a^. 

a 

Es findet also keine lineare Verbindung statt, denn sämtliche 
Koeffizienten sind Null. 

Entsprechend der orthogonalen Transformation einer quadra- 
tischen Form wird die Formel (2) abgeleitet: 



(2) ffK{s,t)x{s)y{t)dsdt = ^-^ ^f%M^{s)ds.f\^{s)y{s)ds. 

a a M = l '«'- a a 



Diese Formel (2) gilt für alle Funktionen x{s\ y{t) die den 
Stetigkeitsbedingungen für den Kern K genügt^ und für welche die 
Integrale 

f\x{s)yds, r\y{i)Ydt 

a a 

unterhalb einer festen endlichen Grenze bleiben. Ausserdem dürfen 
die Funktionen eine endliche Anzahl von endlichen Unstetigkeiten be- 
sitzen. 

In der obigen Entwickelung denken wir die Eigenwerte nach 
ihrer Grösse geordnet 

|A1<|AJ<K|<... 

Es gibt eine unendliche Anzahl dieser Eigenwerte, und sie haben 
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keine Verdichtungsstelle im Endlichen. Also 

Lim \k^\ = oo. 



M= OD 



Damit ist aber nicht gesagt, dass eine unendliche Anzahl von 
endlichen Eigenwerte existieren. 

Diese Reihe (2) konvergiert nicht nnr absolut und gleichmässig 
für ein Intervall, in welchem die obigen Bedingungen erfüllt sind, 
ausserdem auch konvergiert diejenige Reihe gleichmässig, die aus 
den Gliedern der obigen Reihe absolut genommen, gebildet ist. 

Um die Entwickelung nach Eigenfunktionen zu bekonunen, 
wird y{t):=K (r, t) gesetzt. 

Satz 4. Wenn eine Funktion f{r) sich in der Gestalt 

f(r) = ffK{s, t) K (r, t) x {s) ds dt 

a a 

darstellen lässt, wo x(s) die obigen Stetigkeitsbedingungen befriedigt, 
so lässt sie sich auf die Fauriersche Weise in eine na^ch Eigenfunktionen 
fortschreitende Reihe entwickeln, wie folgt 

f{r) = c,(p,(r) + c^q>^{r) + '"C,= ff{s)q>,(s)ds 

a 

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmässig für ein Intervall^ für 
welches das Integral 

f\K{8,t)Ydt 

a 

unterhalb einer festen endlichen Grenze bleibt. Für dasselbe Intervall 
konvergiert die Reihe 



gleichmässig. 

Es ist ersichtlich, dass die Anzahl der endlichen Eigenwerte 
und der entsprechenden Eigenfunktionen eines Kerns für die 
Theorie der Entwickelung einer willkürlichen Funktion in eine 
nach diesen Eigenfunktionen fortschreitende Reihe von höchster 
Bedeutung ist. Wenn nur eine endliche Anzahl von endlichen 
Eigenwerte existieren und die entsprechenden Eigenfanktionen 
etwa analytisch sind, so genügen sämtliche so dargestellten Funk- 
tionen einer gewissen Differentialgleichung. 

Die zum Kern K gehörigen Eigenwerte sind stets in unendlicher 
Anzahl vorhanden — es sei denn, dass K als eine endliche Summe 
von Produktion darstellbar ist, deren Faktoren nur von je einer der 
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Variabein s, t abhängen ; tritt dieser Fall ein , so ist die Zahl der 
Eigenwerte gleich der Aneahl der Summanden in jener Summe und 
d (X) ist eine ganze rationale Funktion von einem Grade gleich dieser 
Anjsahl. Diese Darstellung von K ist 

^(s.t) = -L^^(^s)q>,(f) + '-+-^q>^{s)q>^(t). 

I •!• 

Wenn K{s,t) eine solche Funktion von 5, t ist, dass die ho- 
mogene Integralgleichung erster Art 

J'k {s, t) g it) dt = 

a 

sich niemals durch eine stetige, von Null verschiedene Funktion 
g{t) erfüllen lässt, so heisst K ein abgeschlossener Kern. Wenn 
die Grleichung nur dann lösbar ist, wenn g eine lineare homogene 
Funktion einer endlichen Anzahl ganz bestimmter stetiger Funk- 
tionen ist, und dann immer erfüllt ist, so heisst K ein semiabge- 
schlossener Kern. Aus der Mitteilung entnehmen wir, dass ein 
abgeschlossener Kern unendlich viele Eigenwerte hat: wir wollen 
dasselbe für den semiabgeschlossenen Kern beweisen. 

Wir nehmen im Gregensatz an, es gibt nur eine endliche An- 
zahl von Eigenwerte. Dann ist 

K{s,t) = i-<p^(s)9),(0+... + ^9)«(*0<Pl(0. 

Es seien 

w^{t), w^{t), ... w^{t) 

n linear unabhängige, stetige Funktionen für welche 

/V (.<?, t) w,{f)dt = 0, Je = 1, 2, ...w 

a 

und es verschwinde das Integral 

fK (5, t) W(t) dt 

a 

nur wenn W(t) eine lineare homogene Funktion dieser w^ ist. Es 
sei ferner f(t) irgend eiue stetige, von den m Eigenfunktionen 9» (^) 
und den n Funktionen w unabhängige Funktion. Dann verschwindet 
das obige Integral für die Funktion 

W (t) = at) - r. ip, (t) -c,ip,{t) c. <p,ß) 
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W{t) ist aber keine lineare Funktion von w^, «(?,,... w^. Un- 
sere Annahme, dass nnr eine endliche Anzahl von Eigenwerte m 
existiert, ist also falsch. 

Femer gelten die Sätze: 

Es sei K ein abgeschlossener Kern, und die zugehörigen Eigen- 
funktionen g?«(s); wenn h eine solche stetige Funktion ist, dass für 
alle m die Gleichung 

fh{s)q>^{s)ds = 

a 

erfüllt ist, so ist h{s) identisch Null, 

Es sei K ein abgeschlossener Kern und f{s) irgend eine stetige 
Funktion, wenn sich alsdann herausstellt, dass die in Fouriersche 
Weise gebildete Reihe 

/b 
fis)q>^(s)ds. 

a 

gleichmässig convergiert, so stellt sie die Funktion f{s) dar. 

Aehnliche Sätze wollen wir für den semiabgeschlossenen Kern 
beweisen : 

Es sei K eine semiabgeschlossener Kern. Wenn dann h{s) eine 
solche stetige Funktion ist, dass für alle tn die Gleichung 

fhis)g>^(s)ds = 

a 

und die Nebengleichungen 

J h(s)w^^{s)ds = Ä = 1, 2, . . . n 

erfüllt sind, so^ist h{s) identisch NulL 
Nach Satz 4 ist 

m = ff^i^^ ^(^ his)dsdt 

a a 

in eine nach Eigenfunktionen fortschreitende Reihe entwickelbar. 
Die Koeffizienten sind 

a 

t ■ c. = -jr/A(s)9-(«)'^« 

«•«••• » m » 






denn die* ^etigkeitsbedingungen für den Kern erlauben die Um- 
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kehrung der Reihenfolge der Integration. Folglich ist f{r) iden- 
tisch Null. 

fir) = jK{r, t)) \fK {s, t) h (s) ds \ dt. 

a a 

/b 
K(s,f)h{s)ds 

a 

mass eine lineare Funktion der Funktionen u;^ sein 

JK{s,t)h(s)ds = a^w^(t)-\ ha,w^,(0- 

a 

Nun 

f\9{t)ydt = jy'K(s,t)h(s)g(t)dsdt = 



also g(t) muss identisch Null sein. 

Aber wir haben in derselben Weise 

h{s) = b^w^-\ \-Kw^ und f*{h(s)yds = 0. 

a 

Also h(s) ist identisch Null. 

Es sei K eine semiahgeschlossener Kern und f eine stetige Funk- 
tion, die die Nebenhedingungen befriedigt: 

ff{s)w,{s)ds = 0. 

a 

JVenn sich dann herausstellt, dass die Heike 

G{s) = c,9,(5) + c,9,(5)+... c, = Jf{s)q>^is)ds. 

a 

gleichmässig convergiert, so stellt sie die Funktion f(s) dar. 
Man sieht sogleich, dass 

r\fis)-G{s)\q>^ds = 0. 

ü 

Nun ist 

f*g>,{s)w^{s)d8 = l^f''fK{s,t)q,Jis)w^{t)dsdt = 



a a 



k = 1,2, , . . 
Ä = 1, 2, . . . w 
Folglich ist 
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J G(s)w^(s)ds = Ä; = 1, 2, . . n 

a 

Die Funktion f(s)—G(s) erfüllt die Nebenbedingungen des obigen 
Satzes. Sie ist also Null. 

Die obigen Beweise sind nur für stetige Funktionen gegeben : 
die Sätze gelten offenbar auch in dem Fall, dass die Funktionen 
g{s) oder h(s) in den Endpunkten unendlich werden, wenn diese 
Singularität von weniger als der ^-ten Ordnung ist. 

Die Bedingung des Satzes 4, dass f(r) in der folgenden Weise 
darstellbar ist, 



f{r) = ffK{s, t) K(r, t)x {s)d8dt 



wird wesentlich vereinfacht, wenn man über den Kern eine ge- 
wisse Voraussetzung macht. Ein Kern heisst ein allgemeiner 
Kern, wenn es immer möglich ist, zu jeder stetigen Funktion g{s) 
und zu jedem beliebig kleinen positiven e stets eine stetige Funk- 
tion h{s) zu ermitteln, so dass, wenn 

x{s) = g{s)'-f^K(s,t)h{t)dt 

a 

gesetzt wird, die Ungleichung 

f{x{s)yds<e 

a 

gilt. Der Kern K soll für das ganze Intervall endlich sein. 

Satz. 5. Wenn K ein allgemeiner Kern ist, so ist jede unter 
Vermittelung einer stetigen Funktion g(t) durch das Integral 

fis) = fK{s,f)g{t)dt 

a 

darstellbare Funktion, in eine nach Eigenfunktionen fortschreitende 
Reihe entwickelbar, wie folgt: 

f{s) = c,9,(s) + c,9,(.s)+...r, = J f{s)q>,(s)ds, 

a 

Diese BeiJie konvergiert absolut und gleichmässig, und die Reihe 

Ci9>i(5)l+l^9 9>,(«)l+|c,9,(5)l+--- 



konvergiert gleichmässig. 

Im Beweis des obigen Satzes ist die Definition eines allge- 
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meinen Kerns nur benutzt um die Funktion g(t) in der genannten 
Weise annährend darzustellen. Wenn nun nur gewisse Klassen 
von Funktionen so annährend darstellbar sind, dann ist der Kern 
allgemein im Bezug auf die Funktionen welche diesen Klassen an- 
gehören. Für einen solchen Kern haben wir nur zu untersuchen, 
ob die Darstellung durch eine Funktion g (t) erfolgt, die zu diesen 
Klassen gehört. 

§ 5. Das Isoperimetrische Variationsprobletn. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die oben dargestellte Theorie 
für gewisse isoperimetrische Variationsprobleme. Es sind solche 
Probleme, die Weber ^) und andere benutzten, um die Existenz von 
ausgezeichneten Lösungen zu beweisen. Die von ihnen aus dem 
Dirichletschen Prinzips postulierte Existenz einer Funktion, die 
das Extremum wirklich annimmt, ist durch die Hilbertsche Theorie 
der Eigenfunktionen streng bewiesen. 

Für uns hat das Problem Interesse, weil die aus den Diffe- 
rentialgleichungen der mathematischen Physik entstehenden Kerne 
hauptsächlich za den zunächst definierten definiten oder semidefi-s 
niten Kernen gehören. 

Es werden diejenigen stetigen Funktionen x(8) gesucht, für 
welche das Doppelintegral 



J{x) = ff^K (5, t) X {s) X (t) ds dt 



a a 



minimale oder maximale Werte besitzt, während die Nebenbe- 
dingung 

J\x {s)f ds = 1 

a 

erfüllt ist. Für zwei Typen von Kernen findet diese Frage eine 
vollständige Beantwortung. Wenn der Kern K(8,t) die Eigen- 
schaft hat, dass das Integral J{x) dasselbe Vorzeichen für alle 
stetige x{s) hat, so heisst der Kern definit, falls der Wert Null 
nicht angenommen wird, und semidefinit , falls J {x) den Wert 
Null auch annimmt^). 

Sämtliche Eigenwerte eines definiten oder semidefiniten Kerns 



1) Math. Annalen Bd. 1, 

2) Der semidefinite Kern kommt in der Mitteilung nicht vor, aber die Be- 
weise für die definite Kerne gelten unverändert für semidefinite Kerne. 



— 14 — 

haben dasselbe Vorsseichen. Andrerseits ist ein Kern definit oder semi- 
deficit, wenn alle seine Eigenwerte dasselbe Voriseichen haben. 

Der grösste Wert , absolut genommen , den das Doppelintegral J 
annimmt^ falls K{s,t) ein definiter oder semidefiniter Kern ist^ und 
x{s) eine stetige FunMion ist, die den Nebenbedingungen 

f{x{s)yds = 1 

a 

J <p^{s)x(s)ds = h = 1,2, ..w — 1. 

a 

genügt , ist — ; denselben nimmt das Doppelintegral für x (s) = q)^{s) atf. 

Im 

Die gegebenen Definitionen von definiten und semidefiniten 
Kernen werden für die späteren Anwendungen genügen. Die fol- 
genden Sätze sind aber nicht ohne Interesse. 

Wenn das Doppelitttegral für stetige, nicht verschwindende x{s) 
niemals verschwindet, so ist K(s,t) ein definiter Kern. 

Aus Formel (2) folgt 



Ji^) = J^\f 9iis)x{s)dsy+ — lj^ <p,(s)x{s)ds'j 



+ 



Es genügt zu beweisen, dass sämtliche Eigenwerte dasselbe Vor- 
zeichen haben. Wir nehmen an , dass 

A, < A. > 

und setzen 



x{s) = \J-K<P.(s)+S/X,q>,{s). 

Dann verschwindet J{x). Unsere Annahme, dass nicht alle Eigen- 
werte dasselbe Vorzeichen haben, ist falsch. 

Wenn das Doppelintegral J{x) für stetige, nicht verschwindende 
x(s) niemals verschwindet, ausgenommen wenn x(s) eine lineare homo- 
gene FunMion einer endlichen Anzahl von bestimmten Funktionen 

w,(s), w,{s), ... w^(s) 

ist, so ist K ein semidefiniter Kern, 

Es ist sogleich ersichtlich dass der Kern abgeschlossen oder 
semiabgeschlossen ist. Folglich existiren unendlich viele Eigen- 
werte. Wir nehmen an, dass w + 1 Eigenwerte 
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dasselbe Yorzeichen haben, etwa positiv, und 

Setzen wir 



so haben wir w + 1 stetige Funktionen x{s) für welche J{x) ver- 
schwindet. Diese Funktionen dürfen nicht identisch verschwinden, 
denn es existirt keine lineare Verbindung zwischen den Eigen- 
funktionen. Diese Funktionen x{s) sind also lineare Funktionen 
der Funktionen w^{s)^ ... w^{s): 

^1 (^) = «1.1 ^1 («) + «1.« «^, («) + ••• + »Ln W^« («), 

^. («) = «M «<'\ («) + «... «^, W + • • • + «i.n tt'. {S\ 



Es muss daher eine lineare Verbindung zwischen den Funk- 
tionen Xj,{s) stattfinden, welches zu einem Widerspruch führt. 
Unsere Annahme, dass nicht alle Eigenwerte dasselbe Vorzeichen 
haben, ist falsch, und der Kern ist semidefinit. 



Erster Abschnitt. 

Aufstellung der Verbindung zwischen Integralgleichungen und 

Difltorentialgleichungen n-ter Ordnung. 

§ 6. Ontndlösungen. 

Es sei 

(3) Lu = Pn{x)u'^\x) + p^_,{x)ti'^-'\x) + '*^+p,{x)u{x) 

ein linearer homogener Differentialausdruck w-ter Ordnung, wobei 
M^*^ die A-te Ableitung von u nach der unabhängigen Variable be- 
deutet. Der Kürze halber sagen wir dass eine Funktion w-mal 
stetig differenzierbar ist, wenn sie «-mal differenzierbar ist und 
diese n Ableitungen stetig sind. 



— 16 



Eine Funktion y (a?, s) der Variabele x und des Parameters s 
soll eine Grundlösung der Differentialgleichung 

(3') L(u) = 

heissen, wenn sie für das Intervall 

a < a? < 6 



a 



den folgenden Bedingungen genügt: 

a) Als Funktion von s soll y stetig sein. 

b) y soll eine Lösung der Gleichung (3') in Bezug auf x sein. 

c) y ist w-mal stetig differenzierbar nach x für x =^ s. 

d) y ist n — 2 mal stetig differenzierbar für x = s, während 
ihre w — Iste Ableitung für x = s den Abfall —1 auf- 
weist, so dass 



Lim 
« = o 



dy 
dx 



— Lim 

rc = « + « 8 = 



dy 
dx 






■'X=8 



Um diese Grundlösung zu bilden, nehmen wir an, dass die 
Differentialgleichung (3) n linear unabhängige, w-mal stetig dif- 
ferenzierbare Lösungen hat: 



u 



i(^)> w,(a:), ... u^{x). 



Ferner sei p^ (x) eine für das ganze Intervall (a, b) stetige , nicht 
verschwindende Funktion. Dann ist die Wronskische Determinante : 



W{x) = 



-.(•-1) -/»-!) 4i<»-» 



1 



) 



1 






«., « 



1 1 



. . . w. 



eine für dasselbe Intervall stetige, nicht verschwindende Funktion 
von X. 

Bezeichnen wir nun die ersten Minoren von W in Bezug auf 
<-", <-", ... wir"", mit TT,, F;, ... TT«, so dass 

Dann ist eine Grundlösung der Gleichung (3) durch die Formel^) 
gegeben : 

1) Siehe die zweite der genannten Hübertschen Mitteüungen S. 215. 
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Wir betrachten nun das Integral 

/■(«) ==/ Y{x,s)h{s)ds, 

a 

WO h{$) eine stetige Funktion ist; die saccessiven Ableitungen 
sind : 



Ja 






Multiplizieren wir die letzten w + 1 Gleichungen durch Po(^)> 
p^(x), . . . i?^(a;) und addieren, so erhalten wir 

(5) L{f{x)) + p^(x)h{x) = 0. 

Satz 5. Es sei y {x, s) eine Grundlösung der Differentialgleichung 
(3') , dann ist eine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (5) 
durch das Integral 



,b 



fip^) "== f y{^js)h{s)ds 

a 

gegeben. 

Aus der obigen Grundlösung lässt sich die allgemeine Grund- 
lösung bilden: 

(6) y(x, s) + Ä^u^{x) + Ä^u^{x) + h Ä^u^{x)j 

w^o A^j Ä^j ... J.« irgend welche stetige Funktionen von s sind. 
Vom besonderen Interesse sind diejenigen Grundlösungen, welche, 
zusammen mit ihren ersten w — 1 Ableitungen, für gewisse Werte 
von x des Intervallen (a, b) gewissen homogenen linearen Gleichungen 
genügen. Offenbar befriedigt die obige Lösung f{x) dieselben homo- 
genen Bedingungen wie y {x, s). 

Wenn wir in der obigen Darstellung von f{x)^ y(^, 5) und f{x) 
als gegeben ansehen, und h{s) als gesucht, so ist dies eine lineare 
inhomogene Integralgleichung erster Art. Von diesem Standpunkt 
lässt sich Satz 5 so ausdrücken: 

2 
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Es sei der Kern K der Integralgleichung erster Art 

f{s)=fK{s,t)h{t)dt 



einer Grundlösung der linearen Differentialgleichung 

L(u) = 0. 

Wenn diese Integralgleichung eine stetige Lösung h hat, so ist diese 
Lösung durch die Formel 

«(,) _ -Mm 

gegeben. 

Im nächsten § wollen wir hinreichende Bedingungen aufstellen, 
dass diese stetige Lösung existirt. 

§ 7. Die Oreensche Formel und die Oreensche Funktion. 

Es seien u und v zwei w-mal * stetig diflPerenzierbare , aber 
sonst willkürliche Funktionen von x für das Intervall (a, 6), femer 
sei j)j, eine Ä;-mal stetig differenzierbare Funktion für dasselbe 
Intervall , 

k = 1, 2, . . . w , 

dann gilt bekanntlich die Formel*) 

/h r 1 

(vLu — u Mv) dx = P{u, v) 



x=h 
x = a 



WO 



(8) Piu,v)= ± S(-l)»„<— '^(p.t;), 



Mp- s (_i)-^(p.„), 



*=o 

and der zu Lu adjnngirte Differentialaasdrack heisst. 

Ein System von n homogenen Kandbedingangen für die Funk- 
tionen u, V 

^1 (y) = K (^) y (^) + c,., 2/' («)+•••+ c... (x) y-" ix)i ^ , 

+ [d,A^)y{x) + d,,,y'ix) + ... + d,^,{x)y^'-"(x)l^, = 

(9) 

Hn (y) = K^ ix)y{x) + ... + c.,. (x) y<-' {x)l^^ + 

+[^... {x)y{x) + --- + <. (x) 3/<-'' (x)l^ , = 

1) Schlesinger, Handbuch der linearen Differentialgleichungen. Bd. 1^ 
S. 54 (1. Aufl.). 
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nennen wir ein Greensches System von Bandüedingungen für den 
Differentialausdmck Lu, wenn der Ausdruck 



[■^("'"t! 



für irgend zwei, dem obigen System von Randbedingungen genü- 
gende Funktionen w, v verschwindet. Nun enthält die allgemeine 
Grundlösung (6) n willkürliche Funktionen von s. Wenn diese 
Funktionen so gewählt sind dass die resultierende Grundlösung 
ein Greensches System von Randbedingungen für den Differential- 
ausdruck Lu befriedigt, so heisse sie die Greensche Funktion der 
Differentialgleichung Lu = für das betreffende System von Rand- 
bedingungen, 2^mä wird durch G{x,s) designiert^). Eine w-mal stetig 
diffterenzierbare Lösung dieser Gleichung heisst nach Pockels eine 
ausgezeichnete Lösung'^), 

Um die Greensche Funktion zu bilden haben wir die all- 
gemeine Grundlösung 

y (x, s) + A^ M, (x) + Ä^u^{x) H h Ä,u^{x). 

Die Koeffizienten A sind durch die Gleichungen 

( ^,lf.K) + ^,/f,(t*^ + . . . + ^.J2;(«.) + H,(y) = 



(10) 



A,H,{u,) + A,H,{u,) + ... + A,H,{u,) + H,{y) = 



zu bestimmen. Diese Gleichungen haben stetige Lösungen A^, A^, ... A, 
ausgenommen wenn die Bedingungsdeterminante 



(11) 



H = 



^1 M, ^1 0^), • • • -S"i K) 



1) Eine Greensche Funktion einer Veränderlichen kommt erst beiBurchardt 
vor, Bull. soc. math. 1894. 

Eine Greensche Funktion einer Gleichung w-ter Ordnung ist von Bö eher 
defuaiert worden, Amer. Bull. 1901, wo auch einige Sätze ausgesprochen sind. Die 
oben angegebene , mehr beschränkende Definition ist aber nötig für die vorlie- 
genden Anwendungen. 

Für ausführlichere Behandlungen vgl. die zweite Hilbertsche Mitteilung und 
die Dissertation von C. M. Mason, Göttingen 1903, wo Gleichungen zweiter Ord- 
nung betrachtet sind. Die Ausführungen in der Masonschen Dissertation über 
Bandbedingungen für nicht selbst adj. Gleichungen sind nicht zuverlässig, wegen 
falscher Angabe der Greenschen Formeln. 

2) lieber Ju -{■ h^u = S. 38. 

2* 



— 20 — 

verschwindet ^). In diesem Fall haben die homogenen linearen 
Gleichungen 

A,H,{u,) + ... + Ä,M,iu,) = 0, 



A,H,(u,) + ..-+Ä,H,(u,) = 0, 



ein System von stetigen Lösungen. Dabei ist eine ausgezeichnete 
Lösung der Differentialgleichung Lu = gefunden. Hat eine 
Differentialgleichung n-ter Ordnung n n-mal stetig differenzierhare 
Lösungen^ so hat sie für ein gegebenes Greensches System von Band- 
bcdingungen entweder eine Greensche Funktion oder eine ausgezeich- 
nete Lösung. 

Es lässt sich nun fragen, ob eine Greensche Funktion nicht 
auch dann existieren kann, wenn eine ausgezeichnete Lösung exi- 
stiert. Wir wenden die Greensche Formel an: es sei u eine aus- 
gezeichnete Lösung der Gleichung Lu = und v = H(x,s) eine 
Greensche Funktion der adjungierten Differentialgleichung Mv = 0. 
Diese Funktionen sind »/-mal stetig differenzierbar für die Inter- 
valle (a, s) und (5, 6). Wir wenden die Greensche Formel für beide 
Intervalle an, und erhalten 



= [Piu(x),Hix,s)),lZ 



X = h 



I 
I 



wo die Zeichen -|- und — ausdrücken, dass derjenige Wert der 
w — 1 sten Ableitung von H zu nehmen ist, für welchen diese n — 1 ste 
Ableitxmg im betreffenden Intervalle stetig ist. Addieren wir 
diese Gleichungen, indem wir berücksichtigen, dass H und u das- 
selbe Greensche System von Randbedingungen befriedigen, so er- 
halten wir 



\P{u{x), H{x,s))\ " = 0. 

L JX = 8+ 

Nun ist 

P(u(x), Hix,s)) = <2(M,ff)+2;.(Hw'"-"-(-l)-M^'^15)- 

Wo Q keine Ableitung von u oder H von höherer als der w-2ten 
Ordnung enthält, und daher stetig für x = s ist. Denken wir 



1) Es sei bemerkt, dass diese Gleichungen nur dann homogen sind, wenn 
y{Xj8) die gesuchte Greensche Funktion ist. 
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xins jetzt an die Greensche TJnstetigkeit von H in x = Sj so er- 
halten wir 

Pn(s)u{s) = 0. 

Falls eine Greensche Funktion existiert^ so gibt es keine ausye- 
^zeichnete Lösung der adjungierten Differentialgleichung. Wenn beide 
adjungierte Differentialgleichungen n linear unabhängige, n-mal stetig 
differenzierbare Lösungen besitzen^ so haben beide Greenschen Funk- 
tionen, oder beide haben ausgezeichnete Lösungen, Eine Differential- 
gleichung kann also nicht gleichzeitig eine Greensche Funktion und 
eive ausgezeichnete Lösung Jiaben, 

Eine Greensche Funktion ist daher eindeutig bestimmt, denn 
die DiflFerenz zwischen zwei Greenschen Funktionen ist eine aus- 
gezeichnete Lösung derselben Diiferentialgleichung. 

Wir bekommen ein Reziprozitätsgesetz, wenn wir die Greensche 
Formel an die Greenschen Funktionen 

u = G{x,s) 
V = H{x,t), 

für die Intervalle {a,s), (s,t), (t^b) anwenden. Wegen der Rand- 
bedingungen und der Greenschen tJnstetigkeit von G und H, er- 
halten wir genau nach der obigen Methode 

(- 1)";). (0 G {t, .9) = p, (s) H{s, t) 
oder 






Diese Quotienten sollen die Greenschen Funktionen des Diffe- 
rentialausdrucks heissen. Wo kein Missverständnis dadurch ent- 
steht, werden sie durch G xmd // bezeichnet. 

Die Greensche Funktion eines Differentialausdrucks n-ter Ordnung 
ist der entsprechenden Greenschen Funktion des adjungierten Aus- 
drucks symmetrisch oder entgegengesetzt symmetrisch, je nachdem n 
gerade oder ungerade ist. 

Es sei nun G(x,s) eine Greensche Funktion des Differential- 
ausdrucks Lu, und f{x) irgend eine w-mal stetig differenzierbare, 
dem Greenschen System von Randbedingungen genügende Funk- 
tion. Durch Anwendung der Greenschen Formel für 

u = G{x,s) 
V = fix), 
erhalten wir 
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i-irf{s)=fGix,s)h{x)dx, 

a 

WO h{x) = —Mif^x)). Aus dem Reziprozitätsgesetz können wir 
dies in der Form einer Integralgleichung schreiben: 

f(s) = +fH{s,x)h{x)dx. 

a 

"Wir haben die im Satze B verlangten hinreichenden Bedingungen 
der Existenz einer Lösung der Integralgleichung gefunden. 

Satz 6. Wenn die Greensche Funktion eines Differential- 
ausdrucks Lu als Ketn einer Integralgleichung erster Art 

f{x) =f'G{x,s)h{s)ds 

* a 

genommen wird, so besitzt diese Gleichung eine und nur eine stetige 
Lösung h (s), und man erhält diese Lösung durch die Formel 

his) = -Lifis)). 
Unif/ekehrt, ivenn h(s) eine stetige Funktion ist, so ist 

f{x) = fG {X, s) U (.9) ds 

die entsprechende ausgezeichnete Lösung der inhomogenen Differential^ 
gleichung 

L{u) = —h(x). 

Die weiteren Entwickelungen werden zu Integralgleichungen 
zweiter Art führen, worin die Anzahl der endlichen "Wurzeln der 
determinierenden G-leichnng 

d (A) = 0, 

und die Entwickelung nach Eigenfunktionen die Hauptrolle spielen. 
Für einen allgemeinen Kern sind diese Fragen noch nicht beant- 
wortet. Wir wollen uns daher von jetzt an nur mit solchen 
Differentialgleichungen beschäftigen, die ihren Adjungierten gleich 
oder entgegengesetzt gleich sind, je nachdem die Gleichung gerader 
oder ungerader Ordnung ist. 

§ 8. Lineare homogene Differentialgleichungen ungerader 

Ordnung, welche ihren Adjungierten 
entgegengesetzt gleich sind. 

Es sei u eine 2n — 1 mal stetig differenzierbare Funktion für 
das Intervall (a, fe). Die Koeffizienten -4^ (x), & = 1, 2, . . w, seien 
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Ä;-mal stetig differenzierbar für dasselbe Intervall. Dann ist der 
allgemeinste lineare homogene Differentialansdruck, der seinem 
Adjungierten entgegengesetzt gleich ist, 

Im = ^(4„ «<"-") + ^(^,u'"')+ ...+^(4,„) + ^yi). 

Um die früher bewiesenen Sätze ohne weiteres benutzen zu 
können, schreiben wir diesen Ausdruck in der Form : 

12) Lu = p^ u'"^ +p^,, f/"-" +p^_ u'--^' + . . . +^^ M. 
Jetzt nimmt die Grreensche Formel die einfachere Grestalt an: 

13) f\v Lu + u Lv) dx = [P(tt, v)]\ 

Die Greensche Funktion des Ausdrucks Lu ist schiefsymmetrisch, 
denn G ist identisch mit H. 

-G(s,t) = G(t,s). 

Es sei r(x, t) die entsprechende Greensche Funktion des Diffe- 
rentialausdrucks 

Au = Lu + k(k{x)yu = 0. 

Durch Anwendung der Greenschen Formel für 

u = G{x,s) 
V = (x,t) 

wird die Gleichung 

G(t,s) + r(8,t) = - k f^G(x,s)r(x^t)k' (x)dx, 

a 

^welche wegen des Symmetriegesetzes in die Form 
(13) G(s,t) = +ris,t)-xfG{s,x)r(x,t)h\x)dx 



a 



Übergeht. Multiplizieren wir beide Seiten durch Jc{s)k(t), so er- 
halten wir die Gleichung: 

(14) K{s,t) = K{s,t)-xfK{s,x)K{x,s)dx, 

a 
WO 

K{s,t) = G(s,t)k{s)k(t) 
K{s,t) = r(s,t)k{s)k{t). 



1) Darboux, Theorie des Surfaces, Livre IV, page 120. 
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In (14) erkennen wir die Hilfsgleichung (1) mit schiefayrametrischem 

Kern. 

In derselben Weise wird die Greensche Formel an eine aus- 
gezeichnete Lösnng Mj der Gleichung L(u) + kj^k*(x)u = 0, und 
die Greensche Funktion G angewandt. Wir erhalten die Gleichung 

(15) u (s) = - A, y 'g {x, s) u, ix) k' (x) dx, 

a 

die in die Form 

/b 
K{s,x)u^{x)h{x)dx 

a 

oder 

(16) ^^{s) = kJ K{s,x)(p,{x)dx, 

a 

Übergeht. 

Hierin erkennen wir die homogene Integralgleichung mit schief- 
symmetrischem Kern. Diese Integralgleichung zweiter Art hat 
nur dann eine Lösung, wenn die Hilfsgleichung (14) keine Lösung hat. 

Die oben postulierte Greensche Funktion existiert dann und 
nur dann, wenn keine ausgezeichnete Lösung der Differential- 
gleichung i (tt) = existiert. Es seien w^ {x\ w?, {x)^ , , , Wy (x), 
N linear unabhängige ausgezeichnete Lösungen dieser Gleichung. 
Dann kommt es manchmal vor, dass eine gewisse Funktion existiert, 
welche die Greensche Funktion im Wesentlichen ersetzt. Wir 
suchen eine Lösung g{x^s) der Differentialgleichung 

Lu = p^ (s) k* (x) j Wj^ (x) u\ (s) + w^ {x) w^{s)'\ h w^ {x) w^ (s) \ 

welche die sonstige Eigenschaften einer Greenschen Funktion 
einer Differentialgleichung besitzt. In dieser Gleichung seien die 
willkürlichen Faktoren der ausgezeichneten Lösungen durch die 
Gleichungen 

f\k (x) w^ (x)Y dx = 1 h = 1,2, ... N 

a 

bestimmt. 

Diese Bestimmung der ausgezeichneten Lösungen durch die 
obigen Gleichungen ist offenbar nicht genügend, denn die Greensche 
Formel für 

u = y {x, s) 

V = w^{x) 
gibt 
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/ P^ («) w» («) ^* (a;) ! w (x) to («) ... w {x) w (s) i rf» = ^^ (s) w^ (s). 

a 

Da die Funktionen Wj^{x) linear unabhängig sind, so müssen sie 
die orthogonale Eigenschaft 

I k* (x) u\ (x) w^ (x)dx = h ^ i 

haben. In derselben Weise folgt, dass sämtliche linear unabhängige 
ausgezeichnete Lösungen der Differentialgleichung L{u) = ge- 
nommen sind, wenn die Funktion g{x^s) existiert. Für diese Tat- 
sache werden wir spätere Anwendung finden. 

Diese Funktionen g {x^ s) ist offenbar nur bis auf eine homo- 
gene Funktion der ausgezeichneten Lösungen iv^^ (x) bestimmt. 
Ihre allgemeine Grestalt ist 

g (x, s) + «j (s) w\ {x)^ h <i^ {s) w^ (x). 

Um diese Koeffizienten a^ zu bestimmen, verlangen wir, dass die 
resultierende Funktion G die folgenden Gleichungen erfüllt : 

(17) / G (x, s) k^ (x) w^ (x) dx = 0h=l,2,... N, 

Diese Bedingungen sind immer erfüllbar durch 

a, (s) = -J g (x, s) k\ (x) w^ {x) dx. 



a 



Anderseits ist die Funktion G{Xj s) durch die Gleichungen (17) 
eindeutig bestimmt. Denn die Differenz zwischen zwei solchen 
Punktionen G ist eine ausgezeichnete Lösung der Gleichung 
L (u) = Ü, die den Gleichungen (17) gleichfalls genügt. Wenden 
wir die Greensche Formel an diese ausgezeichnete Lösung und 
eine der Funktionen 6r, so erhalten wir, dass diese ausgezeichnete 
Lösung gleich Null ist. 

Diese Funktion G {x^ s) durch p^ (s) dividiert wollen wir die 
Greensche Funktion im erweiterten Sinne im Bezug auf k^ (x) des 
Differentialausdrucks Lu nennen. Sie hat im Wesentlichen die 
Eigenschaften der Greenschen Funktion im engeren Sinne, von 
deren wir dreierlei hervorheben wollen. 

Es sei G {Xy s) eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne 
für den Differentialausdruck Lu, Wenden wir die Greensche 
Formel für 

U =: G {X, S) 

V = G(x,t) 
an. 
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so erhalten wir 

>b 



+ 



f A' (x) G (x, s) j w^ (x) M?i (0 H htVjf (x) Wg {t) \ dx 

Jk" {x) G (x, t)\w, {x) w^ (s) + '" + w„(x) iv„(s)\dx 



a 



= G(t,s) + G{s,t), 



Wegen der Bedingungen (17) verschwinden die Integrale, und wir 
erhalten das Symmetriegesetz für die Greensche Funktion im er- 
weiterten Sinne: 

-G{s,t) = G (t, s). 

Es sei f{x) eine ausgezeichnete Lösung der homogenen Diflfe- 
rentialgleichung 

(18) L{u) + h {x) = 0, 

die den Bedingungen (17) genügt. Die Greensche Formel für 

V = f(x) 

u = w^ {x\ m = 1, 2, . . . jNI, 

liefert 

(19) fh{x)w^(x)dx = 0. 



a 

Dann liefert dieselbe Formel für 



die Gleichung 



oder 



V = fix) 
u = G(x,s\ 

^f(s) = I G (x, s) h (x) dx, 
f(s) =f^G{s,x)h(x)dx. 



Satz 7. Wenn die Greensche Funktion im erweiterten Sinne als 
Kern der Integralgleichung {20) genommen wird, wo f(s) eine gegebene 
n-nial stetig differenmierhare Funktion ist, die dem Greenschen System 
von Randbedingungen und den Bedingungen {17) genügt, so besitzt 
diese Gleichung eine Lösung und man erhalt diess Lösung durch die 
Formel 

h{x) = -L {fix)). 

Andrerseits ist die ausgezeichnete Lösung der Differentialgleichung 
{18), wo h{x) eine stetige, den Bedingungen {19) genügende Funktion 
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ist, durch das Integral 

fix) =fGix,s)h(s)ds 

a 

gegeben. Diese Lösung ist diejenige ausgezeichnete Lösung, die die 
Bedingungen (IT) befriedigt, 

Dass dieses Integral die ausgezeichnete Lösung ist, sieht man 
durch dieselbe Rechnung, die wir für den ähnlichen Fall für den 
Kern im engeren Sinne ausgeführt haben. Wird (20) mit Wj^(s) 
multipliziert und integriert von a bis b, so erhält man : 

/ f (s) w^ (5) ds = l\f Q (5, x) h {x) dx \ Wj^ (s) ds, 

a ' a * a 

f /■(«) *"» (s) ds =fh (x) I / G (s, x) w^ (s) ds j dx, 

a a a 

also 

ff(s)w,(s)ds = 0. 

Die dritte Eigenschaft, die wir ableiten wollen, ist die Ver- 
bindung mit homogenen Integralgleichungen zweiter Art. Es sei 
Uj^{x) eine ausgezeichnete Lösung der Gleichung 

L(u) + Xj,P(x)u = 0. 

Die Anwendung der Greenschen Formel an diese Lösung und die 
Greensche Funktion im erweiterten Sinne liefert die Gleichung 

¥ {x) Uj, (x) {w^ (x) w,{s) + '" Wj, (x) w„ (s)) dx = u (s) 

a 

+ A^ Jk* (x) G {x, s) Vj, (x) dx 

a 

die wir in der folgenden Form schreiben können. 
(21) M (5) = A, / G (s, X) k' (x) u, (x) dx, 

a 

Denn die ausgezeichneten Lösungen w^ und w^ besitzen die ortho- 
gonale Eigenschaft, dass 

pb 

f k* (x) Uj^ (x) Wf^ {x) dx = Oj 

wie aus der Anwendung der Greenschen Formel an diese Funk- 
tionen gleich hervorkommt. 

Wenn diese Gleichung (21) durch k(s) multipliziert wird, so 
nimmt sie die Gestalt (16) an. Wenn eine Greensche Funktion des 
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Differentialausdrucks Lu im engeren oder im erweiterten Sinne durch 

k(s) . h{t) multipliziert als Kern der homogenen Integralgleichung 
zweiter Art, 

9>H (s) = X,f K (5, x) <p, (x) dx, 



a 



genommen wird, so hat man immer eine stetige Lösung dieser Gleichung 
für den Wert A^ von A, wenn die Differentialgleichung 

L{u) + lt,k^{x)u = 0, 

eine ausgezeichnete Lösung hat. 

Nach Satz (1) hat die Gleichung (16) nur für diejenigen Werte 
von A eine Lösung, welche Wurzeln der Gleichung 

= *(A) = l-*,A + «,A'-d3A» + *,A* 

sind, wo 






b 



K(s^,s,\ K{s,,s^), ... ^(5,, 5,) 
K(s,,s,), K{s,,s,), .,.K{s,,s^) 

-^ («» . «1), ^ (s» ,s,)...K (s», s J 



aSj , . • aSj^ m 



Der Kern K(x,s) ist schief symmetrisch. Die Integranden sind 
daher Null oder beständig positiv, je nachdem die Determinanten 
von ungerader oder gerader Ordnung sind^). d(A) verschwindet 
also für keinen reellen Wert von A. Wir können die obigen Re- 
sultate in zwei Sätze zusammenfassen: 

Satz 8. Wenn eine Greensche Funktion im engeren Sinne für 
den Differentialausdruck Lu existiert, so hat die Differentialgleichung 

L {u) + lk^{x)u = 

eine ausgezeichnete Lösung für keinen reellen Wert von A. 

Satz 9. Wenn eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne 
im Bezug auf die Funktion /c' {x) existirt, so hat die Differential- 
gleichung 

L{u) + Xk^{x)u = 

eine ausgezeichnete Lösung nur für k z= 0. Die sämtlichen linear 
unabhängigen ausgezeichneten Lösungen dieser Differentialgleichung 

L{u) ^ 



1) Erst von R. E. Wilson bemerkt, in einem Versuch Lamesche Funktionen 
auf einer Gleichung 3. Ordnung zu begründen. 
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si}/d: 

§ 9. Lineare selbstadjungierte Differentialgleichungen 

gerader Ordnung. 

Es sei u (x) eine 2m-mal stetig differenziierbare Funktion von 
X für das Intervall (a, b). Ferner seien die Funktionen Äj^ (x), 
Ä = 1,2, . . . m, Ä-mal stetig differenziierbar für dasselbe Intervall. 
Dann ist der allgemeinste lineare homogene Differentialausdruck 
2w.ter Ordnung: 



d'' . . , . .^.. d" 



I— 1 



w, 



(21) -j^ (4. (X) «'-) + -^ (A^, (x) «<-") + -+A,ix) 
den wir in der Form 

schreiben können. 

Es wird jetzt angenommen, dass diese Koeffizienten p^ den 
Bedingungen der Greenschen Formel genügen. Dann nimmt diese 
Formel die einfache Gestalt 



^b 



ph r 

j (v Lu — u Lv) dx = P (m, v) 

a l 

an, wo 

P (w, v) = p^ (i;w^"^" - wv^-*^) + Q (m, v), 

und Q (m, v) keine höhere Ableitungen von u und v als die w-2te 
enthält. 

Da unsere Anwendungen hauptsächlich in selbstadjungierten 
Differentialgleichungen zu suchen sind, wollen wir einige schon 
erwähnte Tatsachen von Neuem und etwas eingehender unter- 
suchen, weil in der Ableitung derselben manches für die allgemeine 
Theorie von Wichtigkeit ist. 

Es seien 

w, {x), M, {x\ . . . w, (a?), 

nw-mal stetig differenziierbare, linear unabhängige Lösungen der 
Differentialgleichung 

L{u) = 0, 

dann existiert immer die allgemeine Grandlösung 

(23) y {X, s) + A, {s) u, (^) + ••• +^, {s) u^ (x). 
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Die Exijstenz einer Grreenschen Funktion zu einem gegebenen 
Greenschen System von Randbedingungen 



(24) 



H, (y) = 0, 

i H, (y) = 0, 



hängt nur davon ab, ob die Bedingungsdeterminante verschwindet 
oder nicht: 



(25) 



£'(«) = 






Sie spielt also eine Hauptrolle in Existenzbeweisen. In den Fällen 
wo wir nur die Existenz der Greenschen Funktion wissen müssen, 
vermeiden wir dadurch unnützliche Rechnung. 

Betrachten wir die Punkte x = a^ x =^ h als veränderlich, 
so sehen wir aus der Bildungsart dieser Determinante, dass sie 
eine stetige Funktion dieser Parameter ist. Existiert die Green- 
sche Funktion für zwei Punkten x = a^ x ^= h, so verschwindet 
die Determinante für diese Werte a, b nicht. Da sie eine stetige 
Funktion ist, so verschwindet sie nicht für Parameterwerte, die 
in genügend geringer Entfernung von den entsprechenden Punkten 
ip = «, X == b sind. Folglich existiert für dieses neue Intervall anch 
die Greensche Funktion, 

Aus der allgemeinen Theorie leiten wir die Sätze ab, die auf 
der Tatsache beruhen, dass 

L{u) = M (u) 
ist. 

Eine Greensche Funktion eines selbst adjungierten Differentltd- 
ausdrucks ist eine symmetrische Funktion ihrer zwei Parameter, 

Existieren n linear unabhängige^ n-mal stetig differcmiierbare 
Lösungen einer sei bstadjun gierten Differentialgleichung n-ter Ordnunf/. 
so existiert zu jedem Greenschen System von Randbedingungen ext- 
weder eine Greensche Funktion oder eine ausgeseichnete Lösung der 
Differentialgleichung 

L(u) = 0. 

Falls die Gleichung 

L(u) = 
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y linear unabhängige ansgezeichnete Lösnogen 

hat, so konstruieren wir eine Greensche Funktion im erweiterten 
Sinne, wie wir im letzten § für die Gleichung ungerader Ordnung 
getan haben. Die konstanten Faktoren der Lösungen Wj^(x) sind 
so bestimmt, dass die Gleichungen 

(26) f\k(x)w^(x)Ydx = 1 A = 1, 2, ... iV 

a 

befriedigt sind. Dann wird eine Lösung g{x,s) der Gleichung 

(27) L(u) = h\x)p^{x){w^{x)w,{s) + ''' + w^{x)tv„{s)) 

gesucht, die die sonstigen Greenschen Eigenschatten besitzt. Diese 
Funktion wird durch die Gleichungen 

(28) r'^\^)g(^,s)w,{x)(fx = 0, A = 1, 2, ... iV^ 

eindeutig bestimmt. 

Es sei u^(x) eine ausgezeichnete Lösung der Differential- 
gleichung 

L{u)-\-X,h\x)u = 

die demselben Greenschen System von Randbedingungen genügt, 
wie die Funktionen Wj^(x). Die Greensche Formel für 

u = u 

V = tVj^ Ä = 1, 2, . . . N 

liefert die Gleichung: 

(29) rk*{x)u{x) w^{x)dx = A = 1, 2, . . . K 

a 

Derselbe Beweis , den wir im Satz 7 für die Greenschen 
Funktionen im erweiterten Sinne von Differentialausdrücken un- 
gerader Ordnung geliefert haben, gilt ohne weiteres für selbst- 
adjungierte Differentialausdrücke. Da der Satz eine besondere 
Bedeutung in der Theorie der Entwickelungen nach ausgezeich- 
neten Lösungen hat, wird er hier auch ausgesprochen. 

Satz 10. Wenn die Greensche Funktion im erweiterten Sinne 
des Differentialausdrucks Lu als Kern der Integralgleichung erster 
Art 

f{s) =jG{s,x)h(x)dx 

a 

genommen wird, wo f eine geaebene n-mal stetig differeneierbure Funktion 
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ist, dit' dem Grevnschen System von Randbedingungen und den Glei- 

rliftnc/fn 

J\\x)f{x)w^(x)dx = 



a 



genügt^ so besitzt diese Gleichung eine Lösung, und man erhält eine 
Lösung durch die Formel 

h{x) = -L{f{x)) 
Andrerseits ist die ausgezeichnete Lösung der Gleichung 

L{u) + h{x) = 0, 
wo h{x) eine stetige, den Gleichungen 

nb 

jw^ {x)h(x)dx = m = 1, 2, . . . iV 

a 

gtnügende Funktion ist, durch das Lntegral 

fG{x,s)h{s)ds 

a 

gegeben. Es ist diejenige Lösung, die die Gleichungen 

rk\x)f{x)w^{x)dx = 

a 

erfüllt. 

Die oben dargestellte Lösung der Integralgleichung ist offenbar 
nur bis auf eine lineare Funktion der Funktionen 

bestimmt. Sie wird aber völlig bestimmt, wenn man weiter ver- 
langt, dass die Grleichungen 

J h{x)w^{x)dx = 

a 

befriedigt sind. 

In die von uns betrachteten Differentialausdrücke wollen wir 
jetzt einen Parameter einführen, indem wir setzen 

(30) Au = Lu + Xk\x)u, 

wo k{x) eine stetige, nur für isolierte Werte von x verschwin- 
dende Funktion ist. Folglich bedeutet ä" (x) eine stetige Funktion, 
die für das Intervall (a, b) ihr Zeichen nicht wechselt. Da Lu 
selbstadjungiert ist, so ist offenbar dieser neue Ausdruck auch 
seltetaidjungiert. 



fc * V 



W fc 
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Es seien mm G{x,8) eine Greensche Funktion des Differen- 
tialausdmcks Lu und r{x, t) die entsprechende G-reensche Fnnktion 
des Differentialaasdrucks Au. Aus der Greenschen Formel für 

V = G(XfS), u = r(Xjt) 
-erhalten wir: 

G(t,s) = r{8,t)-'lfb(x,s)Jc\x)r{x,t)dx, 

a 

oder nach dem Symmetriegesetz der Greenschen Funktionen 
<31) G (s, t) = r (5, - a/G (s, x) t" (x) r(x, t) dx. 

a 

Daraus erhalten wir 

(32) K (5, = K (5, t) - a/ k(5, x) K {x, t) dx, 

a 

wo 

K(s,t) = G(s,t)k(s)]c{t) 

K(s,t) = r{s,t)k{s)k(t) 

sind. Wir erblicken in (32) die Hilfsgleichung der Theorie der 
linearen Integralgleichungen, und zwar diejenige, die in der oben- 
genannten ersten Hilbertschen Mitteilung betrachtet worden ist. 
Sehen wir (32) als Integralgleichung an, wo 6r gegeben ist, so 
wissen wir aus Satz 2, dass sie eine stetige Lösung hat, für alle 
Werte von A, welche keine Wurzeln der determinierenden Glei- 
chung 

Ö{X) = 

rsind. Es sei K(5, ^) so gefunden. Dann dividieren wir (32) durch 
k(s). Da G eine stetige Funktion ist, so gilt das Resultat auch 
für die Nullstellen von Jc(x), 

G{s,t)k{t) = ^M.^fy(s,x)k{x)K(x,t)dx. 

Als Lösung der Integralgleichung ist K eine symmetrische 
Funktion, sie muss daher auch durch k (t) stetig teübar sein. Wir 
-erhalten (31) und eine leichte Rechnung zeigt, dass die so ge- 
fundene Funktion F wirklich die Greensche Funktion des Diffe- 
xentialausdrucks Au ist. Wir büden die successiven Ableitungen 



^ V " J 
w << J 

•J -d 



(33) 



ds 
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G{s,f) = r{s,t)-xf*G(s,x)J<?{x)r(x,t)dx 

a 

G {8, = -^ r(s, t)-\J^G (8, x) Ä' (x) rix, t) dx 






b ^n—i 



= ^r{s,t)-xj -^G{s,x)k\x)r{x,t)dx 



ds' 



G{s,t) = 



ds 
d 



ds' 



ns,t) + i^r(s,t)^ 



-xj -^6^(5, x)h\x)r{x, t)dx. 



Die runktion F ist also w-mal stetig differenzierbar für 54=^- 

Für s =- t hat die n — Iste Ableitunff den Abfall ttti denn 

die entsprechende Ableitung von G hat diesen Abfall. Aus (33) 
ist es ersichtlich, dass F im Bezug auf 5 eine Lösung der Diffe- 
rentialgleichung 

L{u) + Xk^{s)u = 

ist, die irgend welche homogene Bedingungen zwischen den ersten 
n — 1 Ableitungen erfüllt, die G erfüllt. 

Wenn eine GreenscJie Funktion des DifferentialausdrucTcs Lu mit 
k(s)k(t) multipliziert^ als Kern der Integralgleichung (32) genommen 
tvird , so ist die lösende Funktion, durch k(s)k{t) dividiert, die ent- 
sprechende Greensche Funktion des Differentialausdrucks 

Lu + AÄ;' (s) u. 

Es sei nun w^ {x) eine ausgezeichnete Lösung der Differential- 
gleichung 

L{u) + k^k\x)u = 0. 

Aus der Greenschen Formel für 

V = u^{x) 
K = G{x,s) 
erhalten wir 

w,(5) = ij G{x,s)¥{x)u^{x)dx, 

a 

oder 

(34) • (p,{s) = ljK{s,x)q>^{x)dx, 
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wo 

und 

K(s,x) = G{s,x)k(x)k{s) 
ist. 

Die Gleichung (34) hat die Form einer homogenen Integral- 
gleichung zweiter Art. Sie kann also nur dann existieren, wenn 
A^ eine Wurzel der determinierenden Gleichung ist. 

Andererseits wird durch leichte Rechnung gezeigt, dass eine 
Lösung dieser Gleichung, als Integralgleichung aufgefasst, durch 
k (s) dividiert, eine ausgezeichnete Lösung der Differentialgleichung 

L{u) + l^k'(x)u = 

ist. 

Diejenigen Lösungen g?^ der Integralgleichung heissen Eigen- 
funktionen, deren konstante Faktoren durch die Gleichung 



fiq>,is)yds = 1 



a 



bestimmt sind, und welche die Gleichungen 

J ^His)(p,{s)ds = A 4= k. 

a 

befriedigen. Die entsprechenden ausgezeichneten Lösungen heissen 
die zum betreffenden Greenschen System gehörigen Eujenfunlxtioni n 
der Differentialgleichung 

Au = 0. 

Die Eigenwerte A^ des Kerns K{Sj t) heissen die zum betreffenden 
Greenschen System gehörigen Eigenwerte dieser Gleichung. 

Wir sehen in den obigen Betrachtungen die grosse Bedeutung 
der Hilbertschen Theorie der linearen Integralgleichungen mit 
symmetrischen Kernen für die Entwickelung von willkürlichen 
Funktionen nach den ausgezeichneten Lösungen einer linearen 
Differentialgleichung. Ehe wir zur weiteren Betrachtung dieser 
Tatsachen gelangen, werden wir ähnliche Schlüsse für die Greensche 
Funktion im erweiterten Sinne ziehen. 

Es sei G{x,s) eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne 
des Differentialausdrucks Zm, und r(x, t) eine Lösung der Gleichung 

L(u) + Xk*(x)u = k^{x) ^^w^(x)ti\(s)-] \- ^N{^)^if{^)] 

die die sonstigen Eigenschaften einer Greenschen Funktion eines 
Differentialausdrucks besitzt, und ausserdem 

3* 
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(3B) f''r(x,t)k*(x)w^(x)dx = 0. h = 1,2, ... N 

a 

Aus der Greenschen Formel folgt, dass diese postulierte 
Lösung symmetrisch in x und t ist. Aus der Grreenschen Formel 
bekommen wir auch die Gleichung: 

(36) G (s, t) = r{s, t) - ifa (s, x) ¥ {x) r{x, t) dx, 
die auf die Hilbertsche Hilfsgleichung 

(37) K (5, = K (s, t) - a/ JJ:(5, x) K {x, t) dx 



fuhrt. Fassen wir (37) als Integralgleichung auf, worin der Kern 
K aus der Greenschen Funktion gebildet ist, und die lösende 
Funktion als durch die Hilbertsche Theorie gegeben, so erhalten 
wir wie früher die Gleichung (36). Die so gefundene Funktion 
r(a;, s) genügt den Gleichungen (36), wie man sogleich sieht, wenn 
man (36) durch 'k{s)w^{s) multipliziert, und von a bis h nach s 
integriert. Dass sie die anderen Eigenschaften der an voriger 
Seite postulierten Funktion F hat, beweist man durch dieselbe 
Rechnung, die wir für die Greensche Funktion im engeren Sinne 
schon ausgeführt haben. 

In derselben Weise wie für Differentialgleichungen ungerader 
Ordnung erfüllen die ausgezeichneten Lösungen der Differential- 
gleichung 

L{u) + X,k^(x)u = 

die Integralgleichungen 

G {s, x) k* (x) u^ (x) dx. 

a 

Daraus erhalten wir die Integralgleichung mit symmetrischen 
Kern 

9i(s) = kj K{s,x)q>,{x)dx, 

a 

wo q)t{s) = k(s)u^{s) und K in der obigen Weise aus der Green- 
schen Funktion gebildet ist. 

Satz 11. Wenn eine Greensche Funktion eines selbstadjungierten 
DifferenticHausdrucks Lu mit k{x)k(s) multiplieiert^ als Kern einer 
Integralgleichung genommen wird, so sind sämtliche Eigenfunktionen 
dieses Kerns, durch k dividiert, ausgeeeichnete Lösungen der Diffe- 
rentialgleichung 

L{u) + Xk\s)u = 0. 



— 37 — 

Diese so hestimmten ausgezeichneten Lösungen^ -zusammen mit den 
ausgezeichneten Lösungen w^{x)y falls die Greensche Funktion eine 
Oreensche Funktion im erweiterten Sinne ist^ bilden ein vollständiges 
System von linear unabhängigen ausgezeichneten Lösungen der Gleichung 

L(u) + kK'{x)u = 0. 

Diese Lösungen genügen den Gleichungen 

fb 
J k*(x)uj^{x)Uj^(x)dx = A 4= * 

a 
pb 

I k^{x)u\(x)dx = 1 



j k^{x)Uj^(x)w^{x)dx = 0. 



§ 10. Differentialgleichungen, deren n linear unabhängige 

Lösungen nicht alle stetig sind. 

Bisher haben wir nur solche Differentialgleichungen betrachtet, 
deren sämtliche Integrale, die Greenschen Funktionen eingeschlossen, 
stetig sind. Die Theorie der Integralgleichungen verlangt keine 
solche Einschränkung. Zum Beispiel darf der Kern in einem 
Randpunkte in solcher Weise unendlich werden, dass 

{s-aYK{s,t) a<\ 

stetig ist. 

Solche Differentialgleichungen sind in den Anwendungen in 
der mathematischen Physik von besonderer Bedeutung. Meistens 
ist es möglich auch in diesen Fällen durchaus stetige G-reensche 
Funktionen zu bilden, doch ist ihre Definition in der Weise mit 
unstetigen Greenschen Funktionen verbunden, dass wir alle solche 
Fälle in einem § zusammen betrachten wollen. 

Es seien u{x) und v{x) zwei innerhalb des Intervalles (er, ft) 
n-mal stetig differenzierbare Funktionen: ferner seien die Funk- 
tionen Pi,(x)^ h = 1, 2, ...w, h-mal stetig differenzierbar. Dann 
gilt die Greensche Formel 

(vLu — uLv)dx = P(w, v)\ j 



) 



für den selbstadjungierten Differentialausdruck w-ter Ordnung : 

Lu = p^ tt^*^ + p^^ u^"-'^ + . . . + p^ w^ 
wo Cj, 6, kleine positive Grössen sind. Ein System von Bedin- 
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gnngen, dass 

Lim H,{y) = 0, ä = 1, 2, . . N<n, 

«1 = 
fi, =0 

wo 

^*(y) = [ö^.t(^)y(a?)+---+aMW!/"'''(^)J«=«+«i+[^i(^)y(^)+--- 

heisst ein Greensches System von JRandhedinyungen für den Diffe- 
rentialansdrnck Lu, wenn der Limes Null vom Ausdruck 



Lim 

«1 = 

«, = 



P{u,v) 



a + fi. 



angenähert wird, für irgend zwei Funktionen w, r, die dem Grreen- 
schen System von Randbedingungen genügt. Eine Funktion G (x, s) 
soll eine Greensche Funktion der Differentialgleichung 

L(u) = 

heissen, wenn sie innerhalb des Intervalles die Bedingungen einer 
Q-rundlösung befriedigt, und an den Kandpunkten dem obigen 
Q-reenschen System von Randbedingungen genügt. Ausserdem 
soll sie in diesen Randpunkten unendlich von weniger als der 
J-ten Ordnung werden. Eine ausge£ieiclmete Lösung der Diffe- 
rentialgleichung 

L{u) = 0, 

ist eine w-mal stetig differenzierbare, dem Grreenschen System von 
Randbedingungen genügende Lösung dieser Grieichung innerhalb 
des Intervalles (a,6), welche in den Randpunkten höchstens XJn- 
stetigkeiten von weniger als der J-ten Ordnung hat. 

Es sei nun G(XjS) eine solche Greensche Funktion der Diffe- 
rentialgleichung 

L (n) = 0. 

Aus der Greenschen Formel für 

u (x) = G {Xj s) 
v(x) = G{x,t) 
erhalten wir, 

P, (G {X, s), G (X, t))] ~'=P, (t) G {t, s) -p^ (5) G (s, t). 

L J a + * 

Diese Formel gilt für aUe Werte von c^ , ß, , welche positiv sind. 
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Machen wir den Grenzübergang e^ = 0, e, = 0, so ist, nach den 
Greenschen Randbedingungen 



L \P,{G(x,s),Gix,t)) 



S 

€, =0 



,5 — 6 

= 0. 

a + s 



Es gut also das Symmetriegesetz: 

G(s, t) ^ G (t, s) 
p{t) ■" p{s) ' 

Diesen Quotient nennen wir wie früher, die Grreensche Funktion 
des Differentialausdrucks. 

Es sei die Funktion k (x) eine innerhalb des Intervalles stetige 
Funktion von x^ welche an den Kandpunkten nur in der Weise 
unendlich werden darf, dass der aus Greenschen Funktion ge- 
bildete Kern nur Singularitäten von weniger als der J-ten Ord- 
nung besitzt. 

Nach dieser Art des Grrenzübergangs sind sämtliche Beweise 
und Ausführungen des vorigen Paragraphen auch für unstetige 
Oreensche Funktion als richtig anzuerkennen, nachdem wir eine kleine 
Bemerkung hinzugefügt haben. 

Um zu beweisen, dass die Lösungen der Integralgleichungen 
die entsprechenden ausgezeichneten Lösungen oder Greenschen 
Funktionen der Differentialgleichung geben, war es immer nötig, 
die Ableitung eines Integrals , durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen zu bekommen. Dass diese Differentiation in diesem 
Fall erlaubt ist, sieht man wie folgt: 

Wir haben die Funktion 

J {s—aYA{x,s)ds a<l 

a 

dA 
nach X zu differenzieren, wo die Funktion -r— einmal stetig diffe- 

os 

renzierbar nach x innerhalb des Intervalles (a, 6) ist, so dass 

d^ A , 

- — :r- eine stetige Funktion von x und s für 
dxds ° 

a < a?< 6 

a'S.s'S.h 

ist. 

Wir auswerten das obige Integral durch teilweise Inte- 
gration 
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f\s-<,yA(x,t)da - K>-»)'-^(«,«)£+, 

a + 2 v5 

oder im Limes e = 0, 
fis - aYA {X, s) ds = ib- ay A{x,h)- /{s - af-' -^^^ ds. 



a 

Durch Differentiation erhalten wir 



ds 



Dies ist aber genau was wir durch teilweise Integration von 



a 



dx 



bekommen. Wir dürfen also das obige Integral unter dem Inte- 
gralzeichen differenzieren. 



Zweiter Abschnitt. 

Die Eigenlösungen einer Differentialgleichung, und die nach 

EigenISsungen fortschreitenden Reihen. 

§ 11. Entwickelungen einer willkfirlichen Funktion nach 
den Eigenfunktionen einer Differentialgleichung. 

Im ersten Abschnitte haben wir eine Verbindung zwischen 
denjenigen ansgezeichneten Lösmigen der Differentialgleichung 

(36) A(u) = L(u) + AÄ» (x) u = 0, 

welche wir mit Hubert ihre Eigenlösongen genannt haben, nnd 
der Theorie der Integralgleichungen« In diesem Abschnitte suchen 
wir diese Verbindung dadurch zu verwerten, dass wir die in der 
Formel (2) und Satz (4) enthaltenen Entwickelungen einer will- 
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kürlichen Fanktion in eine unendliche Eeihe auf diese Eigenfank- 
tionen übertragen. 

Es sei nun G(s,t) eine Grreensche Funktion, und K(s,t) der 
ans dieser Funktion gebildete Kern: 

K(s,t) = k(s)k{t)G{s,t). 

Dieser Kern besitzt besondere Eigenschaften, welche aus 
seiner Bauart zu entnehmen sind. 
Das Integral 

f(x) =fG{x,s)h{s)ds 

ist nach Satz 6 die entsprechende ausgezeichnete Lösung der 
DifterentialgleichuDg 

L(u) + h (x) = 0. 

Es kann also nicht identisch in x verschwinden. Das Integral 

fK(s,t)g(t)dt =j'G(s,t)k(s)k(t)g{f)dt 



kann also nicht verschwinden, wenn g (t) eine stetige Funktion ist. 
Der Kern ist abgeschlossen und besitzt unendlich viele Eigenwerte. 
Wenn g{x) eine stetige Punktion ist, so nehmen wir eine 
n-mal stetig differenzierbare Funktion, die den Handbedingungen 
genügt und für welche L{g(x)) durch k{x) stetig teilbar ist. Für 
eine vorgeschriebene kleine Grrosse e, soll auch 

r{Jc(x)g*(x)^g{x)\'dx 

kleiner als e sein. Nach Satz 6 ist diese Funktion g (x) durch 
das Integral 

•^fG(x,s)L{g(s))ds 

a 

dargestellt. Fie Funktion g(x) ist von dem Kern K(x,s) in der 
verlangten Weise 

annähernd dargestellt, dass der Kern K(x, s) allgemein ist. 
Die Formel (2) lautet: 

(2) PpE («, X (s) y (t) ds dt = S«- i-f<P, («) ^ («) ds. J\, (t) y (f) dt. 
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Setzen wir nun in dieser Formel 

K(s,t) = G(s,t)Jc{s)h(f) 
y{t) = G{r,t)k{t), 

wo G{s, t) eine stetige oder unstetige Greensche Eanktion des 
selbstadjangierten DifferentiaJausdracks Im ist, so erhalten wir 
die folgende Entwickelang 

(37) f{r) = c^M,(r) + r,«,(r)+r,u,(r) + ..., 

wo 

/"W = ffG {s, t) G (r, t) Ä (s) h* (t) X (s) ds dt, 



a a 



,=ff(s)k\s)u,{s)ds, 



a 



und die Punktionen u^ die Eigenlösungen der Differentialgleichung 

L(u)+k,K\x)u = 

sind. 

Satz 12. Es sei Gr(s,t) eine inmerhaTb des Intervcdles (a,b) 
stetige Greensche Funktion, die an den Randpunkten von weniger 
als der ^-Ordnung unendlich wird. Wenn eine Funktion f{r) sich in 
der Gestalt 

f{r) = ffG (s, G (r, t) k {s) Ä" (0 x (s) ds dt 

a a 

darstellen lässt, wo x(s) denselben Stetigkeitsbedingungen wie G genügt^ 
so lässt sie sich in eine nach den Eigenfunktionen der Differential- 
gleichung 

L (w) + Xk* (r) u =: 
fortschreitende Reihe entwickeln^ wie fvlgt 

f{r) = c,w,(r) + r,w,(r)+...c, = f f(s)k\s)u,{s)ds, 

a 

Diese Reihe convergiert absolut und gleichmässig^ und die aus den 
Gliedern dieser Reihe, absulut genommen, gebildete Reihe 

konvergiert gleichmässig für ein Intervall, das keine singulare Stelle 
von G oder x enthalt. 
Der Kern 
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K{s,t) = G(s,f)k(s)k(f) 

ist ein aUgemeiner Eem. Wir wenden Satz 5 an: 

Satz 13. Es sei O (s, t) eine im Intervalh (a, b) stetige Greensche 
Funktion. Wenn eine Funktion f(r) sich in der Gestalt 

f(r) = /*G (r, s) k (s) x (s) ds 

a 

darstellen lässty wo x{s) eine stetige Funktion ist, so lässt sich die 
Funktion f{r)k{f) in eine Reihe entwickeln, die nach den zum Kern 
K{Sj t) gehörigen Eigenfunktionen fortschreitet: 

f(s) k* (s) u, (s) ds. 

a 

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichniässig, ausserdem konvergiert 
die Reihe 

gleichmässig. 

Denken wir an die Relation: 

u,(r) = k(r)u.(r), 

so erhalten wir weiter: 

Die Funktion f(r) lässt sich in eine Reihe entwickeln, die nach 
den Eigenfunktionen der Differentialgleichung 

L(u) + Xk\r)u = 

fortschreitet : 

f(r) = CjW,(r) + r,w,(r)+... 

Diese Reihe convergiert absolut und gleichmässig in einem Intervall, 
das keine Nullstellen der Funktion k{r) enthält. Für dasselbe Inter- 
vall convergiert die Reihe 

gleichmässig. 

Wir nehmen jetzt an, dass keine G-reensche Funktion im 
engeren Sinne existiert, dagegen eine G-reensche Funktion des 
Differentialansdrncks im erweiterten Sinne. Es sei G{x,s) eine 
solche Greensche Funktion und w^{x), m = 1, 2, . . . N, die ent- 
sprechenden ausgezeichneten Lösungen der Differentialgleichung 
L{u) = 0. Wir nehmen an, dass das Integral 

J G(x,s)h{s)ds 
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identisch in x verschwindet. Dieses Integral ist eine aasge- 
zeichnete Lösung der Differentialgleichung 

L{u)'{-h{x) = k*(x)J {w^{x)w^(s)-\ h^si^)^»^^))^^- 



Sie verschwindet also dann nnd nnr dann, wenn h(x) eine lineare 
Funktion der Funktionen 

A'(x) iv^{x) , ... Jc*{x) Wg (x), 

ist. Folglich verschwindet das Integral 

J K(x, s)g(s) ds =^ f G (Xj s)k{x) k {s)g(s) ds 

*a a 

nur wenn der Kern K(x^ s) eine lineare Funktion der Funktionen 

k(s)w^ (s), ... k (s) Wjf{s) 

ist. Der aus der Greenschen Funktion in erweiterten Sinne gebildete 
Kern ist semiabgeschlossen und hat unendlich viele Eigenwerte. 

Satz 14. Existiert eine Greensche Funktion des Differentialaus- 
drucks Lu im engeren oder im erweiterten Sinne, so existieren unend- 
lich viele ausgezeichnete Lösungen der Differentialgleichung 

Lu+Xk''{x)u = 0. 

Es sei g{x) eine stetige Funktion, die den Grieichungen 

(38) fk\x)g(x)wjx)dx = w = 1, 2, . . . JV 



a 



genügt. Dann ninunt man eine w-mal stetig differenzierbare, den 
Randbedingungen und diesen Grieichungen genügende Funktion g(x), 
dass 



a 

ist. 



fk'{x){g{x)-g(x)ydx<e 



Ausserdem soll L{g{x)) durch k{x) stetig teilbar sein. Dann 
ist die Funktion g{x) in der Weise durch 

h{x) = --Ligix)) 

annähernd dargestellt, dass 

füc {X) g (X) +fK{x, s) ^1^ dsy dx < e. 
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Der Kern K{x,s) hat also imbezng auf alle solche Fnnktioiieii 
h(x)g{x), wo g{x) eine stetige, den Grleichungen (38) genügende 
Funktion ist, die Eigenschaften eines cdlgemeinen Kerns. 

Der Satz (12) gilt für irgend welche G-reensche Funktion. 
Wir sind jetzt imstande zu sehen, inwieweit der Satz (13) aach 
für stetige Q-reensche Funktionen im erweiterten Sinne gültig ist. 

Satz 15. ScU^f 13 gilt auch für Greensche Funktionen im er- 
weiterten Sinne j wenn die Darstellung der Funktion f(r) durch eine 
solche Funktion x(s) erfolgt, dass die Gleichungen 

fk'{s)w^(s)x{s)ds = 

a 

erßUlt sind. 

Um die Bedingungen zn erhalten, dass eine Fnnktion sich in 
den von Sätzen, (12), (13), (16) verlangten Gestalten sich darstellen 
lässt, brauchen wir nur gewisse Integralgleichungen erster Art 
zu lösen, welche wir schon in Sätzen (6), (9) betrachtet haben. 
Um Einheitlichkeit in unseren Sätzen zu erlangen, werden wir 
jetzt die ausgezeichneten Lösungen w^(x), ...Wy{x)j der Differen- 
tialgleichung X(tt) = als Eigenfunktionen ansehen. Die Sätze 
(12), (13), (14), erhalten die folgende Form: 

Satz 16. Es sei G{x,s) eine Greensche Funktion des Diffe- 
rentiaiausdrueks Lu im engeren oder allgemeineren Sinne. f(r) sei 
eine Funktion derart, dass 

L(f(r)) 



m, 



k*{r) 



n-mcd stetig differeneierhare, den Greenschen Bedingungen genügende 
Funktionen sind; ferner sei 



«').M^l' 



durch k{r) stetig teilbar, dann ist f{f) in eine na^h den Eigenfunk- 
tionen der Differentialgleichung ji(u) = fortschreitende Reihe ent- 
wickelbar, wie folgt: 

f{r) = CjMj(r) + c,w,(r) + ...c, = jk\s)f{s)u,{s)ds, 

a 

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmässig, und die Reihe 

|CiW,(5)l + |c,w.,(r)|+... 
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konvergiert gleichrnässig in einem Intervalle j das keine Singularität 
von der Greenschen Funktion enthält. 

Satz 17. Es sei G (x^ s) eine stetige Greensche Funktion des 
Differentialausdrucks Lu im engeren oder allgemeineren Sinne. Wenn 
f (r) eine n-nud stetig differenjsierhare, den Greenschen Randbedingungen 
genügende Funktion ist, und L{f{r)) durch k(r) stetig teilbar ist, so 
lässt sich f{r) in eine nach den Eigenfunktionen der Differential- 
gleichung 

L{u) + kk\r)u = 
fortschreitende Reihe entwickeln, wie folgt 

f (/■) = c, u, (r) + c, w, (r) + . . . 6-, = J f{s) k' (s) u, (s) ds. 

a 

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichrnässig für ein Inter- 
vall^ das keine Nullstellen von k{r) enthält und die Reihe 

konvergiert gleichrnässig für dasselbe Intervall. 

§ 12. Gliedweise Differenzierbarkeit. 

In der Löstmg der Randwertaufgaben der Physik durch Eeihen, 
die nach den ausgezeichneten Lösungen einer Differentialgleichung 
fortschreiten, wird es manchmals davon abgesehen, ob die so dar- 
gestellten Funktionen wirklich Lösungen sind. Dazu ist es nötig 
zu beweisen, dass diese Eeihen gliedweise differenzierbar sind. 
Wir suchen in diesem Paragraphen dieses Problem insoweit zu 
lösen, dass wir hinreichende Bedingungen aufstellen, dass die un- 
endlichen Summen, deren einzelne Glieder Lösungen der Diffe- 
rentialgleichung sind, M-mal gliedweise differenzierbar sind. 

Wir wollen erst den Fall betrachten, dass die Greensche 
Funktion überall stetig ist. Es sei /"(r) eine Funktion, welche 
den Bedingungen des Satzes (16) erfüllt. 

/•(r) =r /y V (s, i) G (r, t) k (t) x (s) ds dt. 



a a 



(40) /"W = ''. «i('-) + <^. ".('•) + ••• 

ph 

c^ =J k^{s)f{s)Ui{s)ds. 

a 

Differenzieren wir beide Seiten von (39), so erhalten wir 
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fb /.» ö'"> G (r. t) 

(41) rCr) =ffKis,t) '' '^[,''^ kit)x{s)dsdt. 

m = 1, 2, . . . w — 1. 



(42) f{r) = - ^J'k(s, r)xis) ds- 

' -ff^(s, ^" 1*; ' ^^ Ä (0 ^ (s) ds dt. 



a a 



dr' 



Die Funktionen f\r) lassen sich in den folgenden Keihen ent- 
wickeln: 

(43) fir) = S'A.C. f ^^^l'*^ ^\t>Xi)dt 

m = 1, 2, . . . w — 1. 

(44) fir) = _2.A,c,{ÄM.(.) + y".^^^gM Ä(0 «.<(dO 

Diese Reihen sind gleichmässig und absolut konvergent, und 
die aus den Grliedern dieser Reihen, absolut genommen, gebildeten 
Reihen sind gleichmässig konvergent. Berücksichtigen wir die 
Relation 

u,(r) = X,f^G(r,t)¥{t)u,(t)dt, 



a 



so sehen wir dass diese Reihen genau dieselben sind, welche wir 
durch gliedweise Differentiation der Reihe (40) bekommen. 

Satz 18. Wenn eine Funktion f{r) den Bedingungen des Satzes 
{16) genügt^ wo G {x, s) eine stetige Greensche Funktion ist, so ist die 
Reihe 

c,w,(r) + c,w,(r) + ... 

n-mal gliedweise differenzierhar. 

Nun kommen in den physikalischen Anwendungen nicht Reihen 
von der Form (40) vor, sondern Reihen, deren Griieder von zwei 
Variabein abhängen. 

c, u^ (r) cos \/Aj t + c^u^ (r) cos \/k^t -\ 

(45) c, II, (r) sin sjx^t + c^ m, (r) sin V/Ä7^ + • • • 

Ci w, (r) e * + c^u^{t') e^ -\ 

Aus der Tatsache, dass die aus den Reihen (40), (43), (44) 
gebildeten Reihen, wenn man die absoluten Werte der Glieder 
nimmt, gleichmässig konvergieren, folgt sogleich der Satz: 
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Satz 19. Wenn f(r) den Bedingungen des Satzes (16) genügt, 
wo G{x,s) eine stetige Funktion ist, so sind die Reihen {45) n-mcU 
gliedweise differenzierbar nach r und 2, resp. l-mal gliedweise diffe- 
renzierhar nach t 

In diesem Satz werden wir die Antwort der im Vorwort auf- 
gestellten Frage III finden. 

Falls die G-reensche Funktion unendlich wird, kann man die 
Entwickelung von (42) nach Satz (13) nicht ausführen. Damit die 
obige Differenzierbarkeit erhalten wird muss die Funktion f{r) 
sich in der Gestalt 



f{r) = fffK{s, t) G{r,{)G (z, s) k (t) x (s) ds dz dt 



a a a 

darstellen lassen. 



§ 13. Definite Kerne und das Dirichletsche 

Variationsproblem. 

Für den allgemeinen selbstadjungirten Differentialausdruck 
2m-ter Ordnung 

(45) Lu = -£:(P-«'-0 + ^(p^y'-") +•••+!',«, 

wo u 2m-mal, pj, A-mal stetig differentierbare Funktionen von x 
sind, bekommt man darch teilweise Integration die Dirichletsche 
Formel : 

(46) fuLudx = [i?(m)1^ + D (m), 
wo 

JS(") = «^^=rO'.«<-')-«*'-^(P."'-0+--- + «P.«' 

Diu) = f \py-p^{uy + p,{u'y- .-• + (-irp,(M'-Tj dx. 

* a 

Nun kommt es in physikalischen Problemen öfters vor, dass 
die Koeffizienten p^ ihre Zeichen im Intervalle (a, h) behalten, und 
dass diese Zeichen alternierend sind, so dass D{u) dasselbe Zeichen 
für alle Funktionen u hat. Wenn noch dazu die Randbedingungen 
derart sind, dass der Ausdruck [ü(w)]i entweder verschwindet 
oder dasselbe Zeichen wie D{u) für alle den Randbedingungen 
genügenden Funktionen u hat, so werden wir sagen, dass der 
Differentialausdrack sammt den genannten Randbedingongen Di- 
richletsche Bedingungen befriedigt. 
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Es sei nun u^ eine ausgezeichnete Lösnng der Differential- 
gleichung 

L{u) + k,k*{x)u = 0. 

Pemer seien die Dirichletschen Bedingungen durch den Differen- 
tialaasdruck Lu und die Greenschen Randbedingungen befriedigt. 
Aus der Dirichletschen Formel sehen wir dass sänlmtliche Eigen- 
werte dasselbe Zeichen haben. FcUls die DirichUtsthen Bedingungen 
befriedigt sind, ist der entsprechende Kern definit oder semidefinitj je- 
nachdem die Oreensche Funktion im engeren oder im allgemeineren 
Sinne existirt. 

In der Einleitung haben wir das Prablem betrachtet, das 
Integral 

J{y) =rrK{s,t)y{s)y{f)dsdt 

a a 

ein Extremum zu machen, während die Nebenbedingung 

f%(s)yds = 1 

a 

erfüllt ist. Dieses Problem ist in der Hilbertschen Mitteilung 
TöUig gelost worden. Nun nehmen wir die ausgezeichnete Losung 
der Gleichung 

L(u) = '-kix)y{x), 

u(x) = f O (x, s) k{s) y{s) ds. 

a 

Wir haben die Identität 

fuLudx = — r rO(x,8)k(x)k{s)y{x)y{s)dxds 

« a a 

= -J fK{XjS)y{x)y{s)dxds, 

a a 

oder 

[Ä(tt)J + D(«) = -J'(y). 

Andrerseits sei u{x) eine den Randbedingungen genugende Funk- 
tion, und 

L(u{x)) = -y(a:)Ä(a;). 

Dann erhalten wir die Relation 



\b{u^+D{u) = -J(y) 
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Wir sehen also dass das Problem, die Extrema von D (»<) zu finden, 
mit der Nebenbedingong 

.*/ Lu \' 
(4^ '^ 



(ki 



und solchen Randbedingungen dass der Ausdruck [i?(M)]* ver- 
schwindet, ist dem Problem, die Extrema des Integrals J(y) mit 
der Nebenbedingung 

f{y{x)yax = 1 

a 

ZU finden, vollständig aequivaient sind. Das letztere Problem ist 
in der obengenannten Mitteilung völlig gelöst. Folglich können 
wir das erste Problem als gelöst ansehen. 

Mit dem Integral D{ii) und denselben Randbedingungen ist 
eine interessantere Aufgabe verknüpft, die wir durch die Theorie 
der Eigenfunktionen im Stande sind zu lösen. Bekanntlich ist die 
Differentialgleichung 

L{u) + ir{x)u = 

als notwendige Bedingung erhalten, wenn man sucht, das Integral 
D(w) ein Extremum zu machen, während die Nebenbedingung 

f\h{x)u{x)ydx = 1, 

a 

und die Dirichletschen Randbedingungen erfüllt sind. Dadurch 
hat man versucht, die Existenz der ausgezeichneten Lösungen 
durch Anwendung des als gültig betrachteten Dirichletschen Prin- 
zips zu beweisen. Für einen speziellen Fall der Gleichung zweiter 
Ordnung ist dies Herrn Ch. Mason gelungen, indem er das Dirich- 
letsche Prinzip für diesen Fall durch Hilbertsche Methoden streng 
gerechtfertigt. Nun ist das Existenzproblem der ausgezeichneten 
Lösungen durch die Theorie der Integralgleichungen völlig gelöst ; 
dadurch suchen wir das obige isoperimetrische Problem zu be- 
handeln. 

Wir machen die weiteren Annahmen, dass kis) im Intervalle 
(o, 6) nicht verschwindet , und u 2w-mal stetig differenzierbar ist. 
Dann ist sie in der folgenden gleichmässig convergenten Reihe 
entwickelbar: 

u(x) = c^ u^ (x) + c, w, (a?) H 

/b 
k* (x) u^ (x) u (x) dx, 

a 

Wir multiplizieren durch k^(x)u{x) und integriren von a bis 6. 
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1 = cl + c\ + cl + cl + --- 
Setzen wir nirn 

L(u) = -k{x)y(x), 
so ist 

D(«) = - J(y). 

Ans der Greenschen Formel für 

u = u^ 
V = u 
erhalten wir 

— f u^{x)y{x)h{x)dx = f k(x)u^{x)u(x)dx. 
Das Integral J{y) hat also den Wert 

oder 

Das Zeichen = gilt nur wenn 

Cj = , Cj = 0, c^ = 0, . . . 
Nun ist 

cj + cj+rjj + cl+.-. = 1. 

— I «^(y) I erhält sein Maximum für 

c^ = 1, c, = 0, r, = 0, c^ = 0, . . . 

Satz 20. Das Dirichletsche Variationsproblem ist dadu rch gelöst 
dass man 

u{x) = u^(x) 

setzt, wo Wj die erste Eigenlösung der Gleichung 

L{u) + kh^{x)u = 

ist. Hat die Gleichung 

L(u) + X,k'{x)u = 

mehrere zum Eigenwerte gehörige Eigenlösungen, so hat das Problem 
eben so viele Lösungen, und das Extremum ist A^. 



4* 
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Dritter AbBchnitt 

Anwendungen. 

Wir Sachen in diesem Abseimitte die Entwickelnngen der 
vorigen Abschnitte zu verwerten, indem wir die Gfxeenschen Funk- 
tionen konstruieren oder ihre Existenz beweisen, und die daraus 
entstehenden Schlüsse formulieren. Wenn die Grreenschen Funk- 
tionen in sich keine besondere Interessen haben, wollen wir nnr 
ihre Existenz beweisen. Dies geschieht dadurch, dass wir be- 
weisen, die Bedingungsdeterminante verschwindet nicht. 

§ 14. Periodische Lösungen der Differentialgleiehung 

Au = ^ + U\x)u = 0. 
Für den Differentialausdruck 

^ = -^ 
nimmt die Greensche Formel die Gestalt an: 

a 

Das System von Randbedingungen 

u(a) = tt(6), 
«'(o) = «'(6), 

«'— '(a) = «'-»(ft). 

ist offenbar ein Greensches System. 
Die Gleichnng 

dx* 
hat die nn-mal stetig differenzierbare Lösungen 

^1 = 1» y. = ^» • • • y. = ^'*■'• 

Die Lösung 

ist aber eine ausgezeichnete Lösung. Wir müssen also die 
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Qreeiasche Fionktion im erweitertem Sin^e suchen. Die Grund- 
lofiimg der Gleicbimg 

jQ\x)di 



IX 



wird gegeben dnrch 



y(Xy8) = r .. . j — ^-^ — dx...dx— 

Ja Ja r ^tf^\J^ 



ra «/a 



f Q\x)dx 

2 ic— 5 W(s) 

+ c^ + c^x + + c^a;-', 



wo 

Wis) = 



n-ll, 0, ... 
n — l!s, w — 2!, . .. 



»•-1 



S j • • . X 



= (n-l!)(n^2!) ...(3I)(2!) 



sind. 



W;W = (n-2!)(n-3)I) ... (2!) 



Wir suchen die Koeffizienten c^ so zu bestimmen, dass die 
periodischen Randbedingungen befriedigt sind. Die Bedingung 

ist identisch für alle Cj^ erfüllt. Wir brauchen nun nur die n — 1 
Koeffizienten SQ ^u bestimmen, dass die Gleichungen 

y(a,e) = y{b,s) 

dy{XfS) 



dx 



xssa 



dx 



xs^b 



Ö-V(a?,s) 



dar-» 



X =a '- 



d^Y(x,s) 



dsd 



f-t 



*=» 



erfüllt sind. 



Für diese G-leichongen ist die Bedingongsdeterminante 
h-a, 6*-a* ... b-'-oT' 
0, 2(b-a) ... (n - 1) (6"-« - a"-*) 
0, 0, . 



0, 0, ... {n-ll)(b-a) 

B = (6-o)"-'(n-l!)(w-2!)...(2!). 
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Diese Determinante verschwindet nicht. Tolglich sind die 
periodischen Randbedingungen durch eine Funktion g(x,s) (S. 31) 
befriedigt. Es existiert also eine G-reensche Funktion im erwei- 
terten Sinne. Wir wenden Sätze 9 und 14 an. 

Satz 21. Die Differentialgleichung 

^^^ + ^Ä«(:r)e* = 

hat periodische Lösungen nur für den ausgezeichneten Wert A = 0. 
Für diesen Wert von 1 = hat sie nur eine Eigenfunktion 



n = 



f Q\x)dx 



Satz 22. Es gibt unendlich viele periodische Losungen der 
Gleichung gerader Ordnung 

-^^ + XTt\x)u = 0. I 

Die Dirichletsche Formel für den Differentialausdruck 

Lu = M^"> 

ist 

/ w M^-^ dx = \u w^-*; - u' u'"-^^ + • • -f + (~ 1) "^ IW^) dx. 

a ^ * Ja Ja 

Für eine periodische Funktion u verschwindet der Ausdruck 

Folglich sind sämtliche Eigenwerte positiv oder negativ, je 
nachdem 21 ungerade oder gerade ist. Der aus der Greenschen 
Funktion gebildete Kern 

K{x,s) = G{x,s)h{x)k(s) 

ist semidefinit. 

Satz 22 a. Die Gleichung 



n 



hat keine periodischen Lösungen ^). 



1) Vergleiche Davidoglon. Comptes Rendus. 1900. 
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>^ 15. Das Entstehen der Greenschen Randbedingungen 

in der Physik. 

Das obige Beispiel zeigt die grosse Bedeutung der Theorie 
der Eigenfunktionen für Randwertaufgaben von rein mathematischem 
Interesse. Wir finden aber die interessantesten Anwendungen in 
den Differentialgleichungen der mathematischen Physik, denn in 
Ermangelung einer durchführbaren Untersuchungsmethode sind 
diejenigen Fragen in ^en Hintergrund getreten, deren Lösung 
nicht durch physikalische Betrachtungen angedeutet oder bestä- 
tigt sind. 

Nun sind die Randbedingungen und die Koeffizienten dieser 
physikalischen Differentialgleichungen in der Weise mit physika- 
lischen Erscheinungen verbunden, dass es wohl nicht unnütz ist, 
deren Bedeutung in den verschiedenen Grleichungen zu betonen. 

(a) Die gespannte Saite. 

Eine an beiden Enden befestigte, nonhomogene Saite liefert 
die Grleichung 

Die Funktion ](^ (x) hängt von der Dichte ab, und ist eine stetige, 
positive, nichtverschwindende Funktion. Eine Lösung wird ge- 
sucht, welche den folgenden Rand- und Anfangsbedingungen 
genügt : 

js{a,t) = 

0{b,t) = 
^(^,0) ^ f(x) 
dz{x^t) 



dt 



= F{x). 



Die Existenz einer solchen Lösung wird dadurch bewiesen, 
dass wir eine Grreensche Funktion des Differentialausdrucks u" 
konstruieren, die den Randbedingungen 

G(a,s) == G{b,s) = 

genügt. Damit diese Lösung die physikalische Ableitung nicht 
widerspricht, müssen sämtliche Eigenwerte positiv sein. 

b) Die Longitudinal- und Torsionalschwingungen eines zylin- 
drischen Stabes genügen der Grleichung: 

dx' ~ "^^^^ de 
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mit den Randbedingongen 

£f(ajt) =s 0, «Ji einem festen Ende* 



[ 



dx 



1 =0, 



an einem freien Ende. 



Die Funktion A ist wieder eine stetige, positive, nicht ver- 
schwindende Funktion, und sämtliche Eigenwerte müssen positiv 
sein. Wir suchen Greensche Funktionen des Differentialausdrucks 
tt" für die folgenden Systeme von Randbödingungen. 

1. Beide Enden fest. 

u{a) = u{b) = 0. 

2. Ein En.de fest, ein Ende frei. 



w (a) == [ 



du(x) 



dx 



= 0. 



x^b 



3. Beide Enden frei. 



du{x) 



dx 



= 



*'x=a 



du(x) 

dx 



= 0. 



scnb 



c) Die Wärmebewegung in einem Stab liefert die Grieichung 

dx' ~ ^^ ^^~ 



dt 



mit den Randbedingungen 

^(a,0 = 0. 



2^ 



dz{x,t) 
dx 



«=a 



djs(Xj() 
dx 



J« = 6 



3^ 



z{aft) = e(bjt). 



'«=ra 







k>0. 



Die Funktionen p und A sind stetige, nicht verschwindende 
positive Funjitionen. 

d) Die Transversalßchwingimgen eines dünneii Stabes befrie- 
digen die Grleichung 



ö?l^^*^ dx' ) - "^ dt* 



mit den Randbedingungen 
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Festgeklemmtes Ende e (a, t) = 0, z^ (a, £) = 0. 
Gehaltenes Ende ^(a»0 = 0, ^«,(«,0 = 0* 

Freies Ende ^«,(«,0 = Ö> ^^(«»0 = 0. 

p imd ^ sind stetige, positive, nichtverschwindende Funktionen. 
Wir sncken Greenscke Funktionen des Differentialausdrucks 



d' 



dx 



Ap*") 



welche den folgenden Systemen von Randbedingungen genfigen: 



(47) 



u{a) 
u'{a) 

u{d) 
u'{a) 

u{a) 


















«(i) 

«'(6) 

u"(b) 

u"{b) 
u"'{b) 

u(b) 
u"ih) 

















T)iß o})igßia Probleme föhr^ aaf »tetige GrreenßcJ^e Funktionell. 
Die Gleichnngen 

Lu = 

haben immer nn-mal stetig differenzierbare, linear qnabhäagige 
Losungen. Viel interessanter sind diejenigen Gleichnngen der 
Physik, welche auch nnendlichwerdende Lösungen besitzen. Wir 
wollen solche Beispiele geben, welche doch stetige Greensche 
Funktionen besitzen. 

e) Die Wärmeströmung in einer Engel, die nur mit der Ent- 
fernung vom Zentrum veränderlich ist, befriedigt di^ Gleichung 



(^'S = ^^(^) 



de 



dx V dx) ~ "^~' dt ' 

wo A eine stetige, positive, nichtverschwindende Funktion der 
Veränderlichen x ist. Die Randbedingimgen sind 

«(0,0 Endlich. e(r,t) = 

e (0, t) Endlich. e (r, t) + k [1 (fi^L^l = o. 

Wir suchen also Greensche Funktionen des Differentialausdrucka 
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x'u' 



dx 
die den Randbedingangen 

m(0) Endlich, «(»•) = 

oder 

m(0) Endlich, u{r) + h,u'{r) = 
genügen. 

f ) Das entsprechende Problem für den Kreiszylinder liefert 
die Gleichong 

mit denselben Randbedingungen. 

g) Die Transversalschwingungen eines spitzen Stabs genügen 
der Gleichung 

Die Randbedingungen sind für diesen Fall insoweit verändert, 
^ dass die Lösung für das spitze Ende endlich sein muss. 

§ 16. Selbstadjungierte Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. 

In den von uns erwähnten physikalischen Differentialglei- 
chungen hat die Gleichung zweiter Ordnung die Gestalt 

d 



dx 



ipu') = 0. 



Diese Gleichung ist selbstadjungiert und führt auf die Grreensche 
Formel 

•*' d , ^ d 



J\''d^^^**'^~'^dx^^'^)^^ ^ [p(W-»'m)| 



i- 



Wir sehen, dass die Randbedingungen der Probleme (a), (b), (c) 
unter den folgenden zu finden sind: 



(a) 


u{a) = 


u(b) = 


(b) 


u{a) = 


u'{b) = 


(c) 


u'{a) = 


u'{b) -= 


(d) 


u{a)-hu'(a) =- 


u{b) + ku'{b) = 


(e) 


u{a) ^ u(b) 


pia)u'{a) - p(b)u'{b) 
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und sämtliche Randbedingungen Greensche Systeme von Bandbedin- 
gungen sind. 

Die Dirichletsche Formel nimmt die Gestalt an: 

f U'j-(pu')dx = [upu'\-'pp(uydx. 



a a 



Für die sämtlichen Systeme von Randbedingungen, ist der Ausdruck 

entweder Null oder negativ. Die in den Problemen (a), (c), (c) vor- 
Jcommenden Eigenwerte sind positiv, und die entsprechenden Kerne 
definit oder semidefinit. 

Die Bedingungsdeterminanten sind 



(«) 2)=/ 



* dx 

1 



P {(') 
(c) D = 

y- k h (* dx 

(c) D = 0. 

Folglicli existieren für die Bediogungen (a), (6), (d) Greensche 
Funktionen des Differentialausdrucks 

im engeren Sinne. Für die Randbedingungen (c) und (e) existiert 
die ausgezeichnete Lösung 



u = 




[ac) d:c 



Die Grrundlösung der Grleichung 






-M (^^'^ = ^^ 



ist: 



— 60 



f^nUxSdx 2 JaP(x) ^aP^S) ~ \ p{s) 



1 p" {x) dx 

a 

Die Bandbedingangen (c) sind für alle Werte von A und für 
JB = — ^ befriedigt. Infolgedessen existiert eine Greensche Punk- 
tion des Difierentialansdracks 

Lu^-^ (pu') 

im erweiterten Sinne für die Bandbedingangen (c). 

Eine solche Greensche Funktion für die Bendbedingongen (e) 
existiert nur , wenn p =^ 1 ist. In diesem FaU sind die Band- 
bedingungen für jeden Wert von A und für 

B = a + b-s--^^ 2 '- — 

erfüllt. 

Durch die Existenz der G-reenscfaen Funktionen haben wir 
den folgenden Satz bewiesen: 

Satz 23. Zu defi Randbedingungen (a), (6), (c), {d) existieren 
unendlich viele ausgezeichnete Lösungen der Differentialgleichung 

^ {pu') + kV{x)u == 0. 



dx 



Jede zweimal stetig differenzierbarcj den entsprechenden Bandbedingungen 
genügende Funktion f{x) derart, dass 



¥{x) 

stetig ist, ist in eine na>ch diesen ausgezeichneten Lösungen fort- 
schreitende Reihe entwickelbar. 
Die Differentialgleichung 

-^(xu') + kxk^(x)u = 

ist für den speziellen Fall k(x) = 1 die Gleichung der Zylinder- 
funktionen vom Index Null. Wir suchen eine Greensche Funktion 
der Differentialgleichung 
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dx 



{xu') = 



die für x = stetig ist, und für a? = 1 entweder verschwindet 
oder der Grleichung 

[u(x) + hu'ix)]»=i =0 Ä>0 

genügt. Die Greensche Formel ist 

und beide Systeme sind offenbar Greensche Systeme von Rand- 
bedingungen. 

Die Dirichletsche Formel lautet: 

C' d r' 

J u-T-{xu')dx = [u + xu^Q — J xiy/ydx. 
Der Ausdruck 

verschwindet für die Randbedingungen 

u (0) endlich, u (1) =^ 

und ist negativ für die Randbedingungen 

m(0) endlich, [w(a;) + Am' (a?)],B=i = 

Die Eigenwerte sind also positiv. 

Aus den zwei linear unabhängigen Lösungen kommt die Grund- 
lösung 

und die Greensche Funktionen des Differentialausdrucks lassen 
sich mit leichter Rechnung hinschreiben: 

1. G(x,s) = ls x^s 
0(x,s) = Ix x^s 

2. G{x,s) = ^1}£+JL ^<s 
^. . 2lx + h ^ 

Gr{x,$) = ^- — X>S. 

Diese Green'sche Funktionen sind überall stetig. 
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Die entsprechenden Greenschen Fnnktionen des Differential- 
ansdracks 



sind 



1. 



Lu = -^ (x* u') 
ax 



G{z,s) = 1 x<iS 



1 



[ G {X, s) 



=^ 1 x>s 

X 



2. 



6r (a;, s) = — -^ + 1 — Ä x<s 
G (x^ s) = — -^ — h 1 — Ä x>s. 



Die obigen Entwickelungen beruhen auf Integralgleichungen, 
in denen nur ein Parameter vorkommt. Nun sind die Zylinder- 
funktionen vom Index a ausgezeichnete Lösungen der Difierential- 
gleichung 

Die Greensche Formel ist: 



dx 



dx 



Die folgenden Bedingungen sind also Grreensche Bedingungen: 

(a) u (0) endlich, w (1) = 

(b) n (0) „ u' (1) = 

(c) ti (0) „ w (1) + hu' (1) = 0. 

Die Dirichletsche Formel lautet 

Diese Bedingungen sind also Dirichletsche Bedingungen und die 
Eigenwerte sind positiv. Aus den Lösungen 



lässt sich die Grundlösung büden : 



ti^ = xr"" 



y{x,s) = 



-h~ — :- ö-:ii + ^^"^ + -B^""- 
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Die Qreensche Funktionen sind gleich zu finden. 



1. 



iC« 



X 



/ 



Cr (x, s) = -r- (ar-« — X") X^S 



2. 



G {x, s) 



X 



a 



2a 

5« 



(5-0 -1-5«) X^S 



3. 



,0, , V / 5-« 1—5« \ ^ 

^. . /:Z?-« 1 — Ä« \ „ 



X2:=iS 



X::^S. 



Die Existenz dieser Greenschen Funktionen beweist, dass eine 
willkürliche Funktion sich in eine Reihe entwickeln lässt, welche 
nach den Eigenfunktionen der Differentialgleichungen 

-j— (xu') + Ixk* (x) u = 0, 



d 



dx 



{xu') + lx''k\x)u = 0, 



^^^e.') + (A:r-^)u = 0, 



dx 

fortschreiten. Wir werden uns aber damit begnügen, den Satz 
über die physikalische Anwendung auszusprechen: 

Satz 24. Die Probleme (a), (6), (c), (e), (f) des Paragraphen 15 
finden ihre Lösung in der Reihe 

z {x, t) = 2* ^i ^i (^) ^^s V^< ^ + S* —j^^-i (^) sin V^< ^ 
yA^ 



oder 



OD 

z {x, t) = 2'' '^i "< (*) c * * 



c, = /Vc«) *' (^) w, («) <?« (7, = / V (»), (a;) Ä' («) m, {x) dx 



a 



WO die Funktionen u^{x) die entsprechenden Eigenfunktionen der 
Gleichung 

Au = 



sind, und die Funktionen f(x) und F{x) die Bedingungen des Satzes 
15 befriedigen. 
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§ 17. Die Transversalschwingungen eines dflnnen Stabs. 

Für den Differentialansdrack 



Im = 



d* 



da? 



(/>«*") 



bat die Greensche Formel die Gestalt 



f(vLu- uLv) dx = LJ- (pu") -v'pu" + v" pu'-u-^ (pv")] 



Die Dirichletsche Formel lautet 



jy^(pu")d.^ 



u 



d 



dx 



pu" — pu* u^' 



\fp{u'ydx. 



Die folgenden Systeme von Randbedingungen sind offenbar 
Greensche und Dirichletsche Randbedingungen. Etwa eodstterende 
Eigenwerte sind negativ. 



(a) 



(b) 



(c) 



M(a) == 
m' (a) = 

M(a) = 
M'(a) = 

M(a) = 
u" (o) = 



M (6) = 
u" (b) = 

«"(6) = 
u"'{b) = 

M (h) = 
m" (6) = 



Da wir nur die Existenz der Greenscben Funktionen beweisen 
wollen, nnd diese Greenschen Funktionen selbst nicbts interessantes 
bieten, werden wir nnr die Bedingnngsdeterminant in Betracht 
ziehen. Die vier linear nnabhängigen Lösungen sind 

M, = 1, 



M. = 



M. == 



M. = 



x — a, 
f* px dx 

^ P» xdx 



Die Bedingungsdeterminanten sind 

hdx 



(a) 



^'wACCm-a^A*"- 
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Diese Detej^minanten sind nicht Nnll. Es existieren also für diese 
Systeme von Bandbedingongen Greensche Funktionen im engeren 
Sinne. 

Satz 25. Die allgemeine Lösung der Gleichung der Transversal' 
Schwingungen eines dünnen Stabes, falls 

a) etn Ende fest, ein Ende gehalten ist^ 

b) ein Ende fest, ein Ende frei ist, 

c) beide Enden gehalten sind, 
wird durch die Beihe 

e{x,t) = ^iC^U^{x)QO^\|X^t•\'^i—:^U^XSm\fk^t 

c^ = jf(x)Ä{x)Ui{x)dx Ct =■ f F{x)A{x)u^{x)dx 

a a 

gegeben, wo die Funktionen u^ die Eigenfuhktionen der Differential- 
gleichung 

sind, und f F den Bedingungen des Satzes 15 genügen. 

Der Fall |) == 1 ist von Davidoglou nach Picardschen An- 
näherangsmethoden untersucht worden^). In diesem Fall nehmen 
die Grreenschen Funktionen eine sehr einfache Gestalt an. Die 
Enden sind a? = und a; = Z. 

Für beide Endeh fest: 

G{x,s) = a? 2^1 - + a;«- g^s ,x^s 

G{x,s) = 5*' ' g^, + «• g^r- ,x^s. 

Für eiii Ende fest, ein Ende gehalten: 

Q{x,s) = -^ {a?*(-24sP+36s*i»-12Z5»)+a;'(8P+4s«-12s*0}»^^« 



1) Gomptes rendos 1900. 
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G'C«,«) = ^y{«'(-24«?+36a;*i'-l2?ic')+s«(8i»+4a^-12«'0|,a;>s. 
Für beide Enden gehalten: 

G{x,s) = ^{a;(6s'i-4sP-2s») + a;»(2?-2s)|,a;<s 

G{x,s) = -^|2s»i + a;(-4«P-2&*) + 6s?a!*-2sa:!'|,a;>s. 
Für ein Ende fest, ein Ende frei: 

Gr (a?, s) = ^ 0? < s. 

O (a;, s) = ^ x>s. 

Kirchhoff hat den Fall eines spitzen Stabes nntersncfat '). 
In seiner Abhandlung sucht er bloss die Schwingangszahlen eines 
solchen Stabes zn gewinnen. Es wird daher nicht ohne Interesse 
sein auch diesen Fall za betrachten. 

Für den Differentialaasdrack 

L« = ^(^'«") 
laatet die Grreensche Formel 

f"(vLu-uLv)dx = \v-^{si*u')-v' x*u" + u' x'v"-tt-^(ji^v')] 

Das folgende System von Randbedingungen ist ein Greensches 
System. 



u(0) endlich. \ ,\J r. 



fu ^ (x" u") dx =\u-^ x' u" ^ u' x' u"J +f'x' {u'y dx 



Die Dirichletsche Formel lautet 

,^ dx'^ [ dx JO -0 

und die obigen Randbedingungen sind offenbar Dirichletsche Be- 
dingungen. Die Eigenwerte sind negativ. Aus den Losungen 

M, == 1 u^ = X Mg = loga; u^ = — 



1) Abhandlungen S. 889. 
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